Okruhy 2

Uvod a riesené priklady

a) Homomorfizmy na okruhoch

Homomorfizmus z okruhu do okruhu musi re$pektovat’ obidve operacie.
Majme zobrazenie h: (R1,1,®1) — (R2,D2,®2). Ak plati:

h(x@®1y) = h(x)@2h(y)
h(x®1y) = h(X)®z h(y)

ide 0 homomorfizmus. Jeho jadro, teda {xeR1, h(x)=(0)2}, je obojstranny idedl (cf. d’alej).

Priklad al
Je dané zobrazenie h:(2Z,+,*) — (3Z,+,%), h(x)=(3/2)*x.
Zistite, ¢i je h homomorfizmus.
Riesenie:
Poznamka: (2Z,+,*) aj (3Z,+,*), st okruhy bez jednotky (pseudookruhy), lebo ¢islo 1 (iné sa ku *
nehodi) tu nie je pritomné.

+: h(x+y) = 3/2*(x+y) = 3/2*x + 3/2*y = h(x)+h(y) v

*: h(x*y) = 3/2*(x*y)

h(x)*h(y) = 3/2*x * 3/2*y #h(x*y)

Zaver: Nie je to okruhovy homomorfizmus.

Priklad a2

Je dané zobrazenie h:(C(-1,1),+,*) — (R,+,*), h(f)=f(0).
Oznacenie C(-1,1) predstavuje spojité funkcie na intervale (-1,1).
Zistite, €1 je h homomorfizmus.

Riesenie:
h(f+g) = (f+9)(0) = f(0)+g(0) = h(f)+h(g) v
h(f*g) = (f*g)(0) = £(0)*g(0) = h(f)*h(g) v

Zaver: Je to homomorfizmus. Pri rieSeni sme vyuzili zakladné pravidla o s¢itovani a nasobeni funkcii.
Jeho jadro {f € C(-1,1), f(0)=0} je ideal.

Priklad a3
Nech (G,°) je cyklicka grupa radu n s generatorom a.
Definujeme operacie:

a@al = gt/ modn (je to len formalita, @ je totozna s °)
a‘@aj - ai*j /mod n

Definujeme zobrazenie h: (G,®,®) — (Zn,+,*), h(a¥) = k. Zistite, &i je h homomorfizmus.



Riesenie:
Obidve struktury st polia — bolo to rieSené na predos§lom cviceni.

h(aiEBaj) - h(ai+j/m0d n) = i+j/m0dn

h(a‘) + h(aj) fmod n = 1+ / mod n v
h(a‘@aj) = h(a‘*i’m°d n) = i*j/modn
h(ai) * h(aj) fmod n = 1*J /mod n v

Podmienky st splnené, je to homomorfizmus. A nielen to — h je tiez bijekcia, ide teda o izomorfizmus.
Obe polia su z hl'adiska svojej Struktary, teda z pohl'adu algebry, rovnaké.
Jadro tohto zobrazenia je trividlne (iba neutralny a°).

Priklad a4
Je dané zobrazenie h: (R,+,*) —» (R+,D,®), kde x@y=x*y a x®y= exp(In(x)*In(y)),
S predpisom

h(x)=exp(x) =e*. Zistite, ¢i h je homomorfizmus.

Riesenie:

h(x+y) = exp(x+y) = exp(x)*exp(y) = h(x)®h(y) 4

h(x*y) = exp(x*y)
h(x)®h(y) = exp(x)®exp(y) = exp(x*y) v

Zobrazenie h je bijekcia, ide teda o izomorfizmus. (Opét’ teda Ziadne zaujimavé jadro)

Priklad a5
Je dané zobrazenie h:(Z,+,*) — (Zn,+,*), h(X)= X | mod n.
Overte, ze h je homomorfizmus a najdite jeho jadro.

Riesenie:
h(x+y) = (X+Yy) |modn = (X [modn *+ Y |modn ) |mod n = (h(X) + h(y) ) |mod n
h(x*y) = (X*y) [modn = (X [modn * ¥ [modn) [modn = (h(X) * h(y) ) |mod n

Je to homomorfizmus. Jeho jadrom je mnoZzina nasobkov ¢isla n, teda nZ. Je to ideal, co podrobnejsie
overime nizsie.

Priklad a6

Je dany okruh (Rx,+,*), kde Rx je mnozina vsetkych polynémov s realnymi koeficientami,

a okruh komplexnych ¢isel (C,+,*).

Zobrazenie h: (Rx,+,*) — (C,+,*) je uréené predpisom h(p(x))= p(i), tj. polyndm zobrazime
do jeho funkénej hodnoty v imaginarnej jednotke 1i.

Overte, ze h je homomorfizmus a najdite jeho jadro.

Riesenie:
h(p+q) = (p+a)(i) = p()+a(i) = h(p)+h(q)
h(p*q) = (p*a)(i) = p(i)*q(i) = h(p)*h(q)

Zobrazenie je homomorfizmus. Jeho jadrom su vsetky polynomy, ktoré po dosadeni hodnoty i daju
nulu. KedZe ide o polyndmy s realnymi koeficientami, v ich rozklade na s¢in elementarnych ¢lenov
musi byt pritomny (x?>+1). Jadrom s teda vietky polyndmy delite'né ¢lenom (x?+1). Ide o ide4l.



b) Idealy

V beznom zivote idealy postupne stracame, tu v algebre ich naopak niekol’ko najdeme.
Zacnime definiciou:

Nech je dana Struktura (R,,®). Idedlom sa nazyva mnozina I, pre ktort plati:
1. (1,) = (R,®) —tj. pri aditivnej operacii je | podgrupou R

2a. V ael, xeR:a®x =ax €|
2b. V ael, xeR: x®a=xae€ |

Ak plati len 2a, ide o pravy idedl, ak 2b, ide o l'avy ideal. Pri komutativnych operaciach
samozrejme rozliSovanie pravého a lavého idealu nie je potrebné.
Multiplikativnu operaciu ) budeme "nepisat™ podobne ako pri beznom nasobeni.

Hrubsie povedané, ma platit’ absorpcia:

2a. Vael:aRel, resp. IRC |
2b. Vael:Rael, resp. RIS

Zmysel podmienok 2a, 2b spociva v tom, Ze idedl I ma fungovat’ po faktorizacii ako neutralny
prvok (Pavy, pravy alebo plny).*

Plati: Prienik, sticet a sucin dvoch idealov je ideal.
Hlavny ideal je taky ideél, ktory sa da generovat’ jedinym svojim prvkom a,
tj. existuje ael také, ze I = Ra (I'avy), I = Ra (pravy), I = RaR (obojstranny).

Ideal sa nazyva prvoideal (prosty ideal, prime ideal), ak pre vSetky a,b € R také, ze a*b € |,
plati a€l alebo bel. (Tato vlastnost’ stvisi s delite’mi nuly).

Ideal I sa nazyva maximalny, ak je vlastny (nie je rovny R) a pre kazdy iny vlastny ideal J
plati, ze ak IC]J, tak I=J. (Tj. neexistuje uz ni¢ medzi | a R). Okruh mo6ze mat’ viacero
maximalnych idedlov. Maximalny idedl je zaroven prvoideal.

Ideél I sa nazyva nilpotentny (= nihil + potens), ak existuje prirodzené k také, ze I=(0), j.
sucin 'ubovol'nych k prvkov z I sa rovna aditivnemu neutralnemu prvku ("nule").

Podl’a ideédlov je mozné rozkladat’ okruhy na triedy.

Faktorizacia okruhu podl’a idealu je opit’ okruh.

Faktorizacia okruhu podl'a maximalneho idealu pri komutativnej ® je pole.
Faktorizacia okruhu podl'a prvoidealu pri komutativnej & je obor integrity.

1 Pozor na poradie — T'avy ide4l sa podobé pravému neutralnemu prvku a pravy ideal lavému neutr. prvku.



Priklad b1l.
Mame okruh (Z,+,*) a mnozinu 27Z. Zistite, ¢i ide o ideal. Ak ano, urobte rozklad okruhu.

Riesenie:
1. Je zrejmé, ze (2Z,+) — (Z,+) — je to podgrupa.

2.V a=2ke2Z, vxeR : ax=2kx € 2Z

Ludovo povedané, ak parnym ¢islom vynasobime akékol'vek celé Cislo, vysledkom bude opat’ parne
¢islo (absorpcia). Podobne to funguje pre nasobky 3, 4, ...

Idedl I=27Z je hlavny, ako totiz vidno uz z uvedeného zapisu, da sa generovat’ ¢islom 2.

Idedl I=27 je prvoideal, lebo ak ab je parne, iste je aspoii jedno z Cisel a,b parne.

Ideal I=27Z je maximalny ideal, nie je totiz uz mozné najst’ ni¢ medzi 27Z a Z.

Rozklad (Z,+,*) podla I=27Z :

a) Najprv spravime rozklad (Z,+)/(l,+) ako pri grupach.
Vysledkom su triedy To=2Z, T1=2Z+1. Vieme z davnejsich cviceni, Ze operacia + sa tu da
aplikovat’ blokovo na celé triedy.
b) Ziskané triedy "preskasame" s operaciou * (¢i je to kongruencia):
To* To= To (sti€in 2 parnych ¢isel je vzdy parne ¢islo)
To™* T1= To (sucin parneho a neparneho Cisla je vzdy parne cislo)
T1* T1=T1 (sucin 2 neparnych ¢isel je vzdy neparne Cislo)

Aby bol rozklad v poriadku, musia platit’ oba body a, b. To, Ze I je idedl, tato platnost’ zarucuje — nas
postup Vv a, b bol len overenim, Ze je to v poriadku.

Rozklad {To, T1}, ktory sa da reprezentovat Struktirou (Zz,+,*), je pole — ako inak, ved’ sme rozkladali
podl’a maximalneho idealu.

Priklad b2.
Mame pole (Z12,+,*). Najdime vsetky jeho hlavné idealy a rozklady podla nich.

RieSenie:
Postup sa podoba hl'adaniu podgrip (Zi2,%) a rozkladaniu podl'a nich. Pripomenieme si, ¢o sme uz
davnejsie zistili:

Podgrupa (2Zs,+) — parne ¢isla. Plati, ze su¢in parneho ¢isla s celym je opat’ parne ¢islo, ide o ideal.
Rozklad (Z12,+)/(2Ze,+) — To=2Ze, T1=2Ze+1. 1deal je hlavny, da sa generovat’ 2-kou.
Je to prvoideal a maximalny ideal.

Podgrupa (3Z4,+) — nasobky 3. Plati, Ze si¢in nasobku 3 s celym je opét’ nasobok 3, ide o ideal.
Rozklad (Z12,+)/ (3Z4,+) — To=3Z4, T1=3Z4+1, T2=3Z4+2.
Ideal je hlavny, da sa generovat’ 3-kou. Je zaroven prvoideal a maximalny ideal (stale nie je
ni¢ medzi 374 a Z12).

Podgrupa (4Zs,+) — nasobky 4. ...
Ide o hlavny ideal, ale nie je to prvoideal (napr. ¢islo 4 zo 4Z3 viem ziskat’ ako sucin 2*2, ale 2 nepatri
do 4Zs) , a nie je to ani maximalny ideal — medzi 4Zz a Zi; lezi 2Zs.

Podgrupa (6Z2,+) — nasobky 6. ... Ide o hlavny ideal, ale nie je to prvoidedl a nie je to ani maximalny
ideal.

Ked'ze spomenuté podgrupy st idealy, rozklady podl'a nich su mozné a vysledky faktorizacie budu
okruhy.



Priklad b3.
Je dany okruh (Q,+,*) a jeho podokruh (Z,+,*). Je tento podokruh idealom?

Riesenie:
Podmienka a) je splnend, avSak b) nie. Ideal to teda nie je.

Priklad b4.

Je dany okruh (M, +,*), kde M, je mnozina v§etkych matic nxn a jeho podokruh (Mno,+,*),
kde Mino je mnozina v§etkych matic nXn s nulovym poslednym riadkom.

Je tento podokruh idedlom?

Riesenie:
Nech N je matica z podokruhu Minga M je 'ubovol'na matica z M.
Plati N*M € My , ale zarovet M*N & My . Tj. Mino je pravy idedl, ale nie l'avy.

Priklad b5.
Mame pole (Zes,+,*). Najdite vSetky jeho nilpotentné idealy.

RieSenie:
Vieme, Ze (Zes,t+) je cyklicka grupa, Co znamena, ze vSetky jej podgrupy budu tiez cyklické
(generované jednym prvkom). Z doterajSich skusenosti vieme, Ze vSetky netrivialne podgrupy budia
tieto:

[2] = 273

[4] = 4745

[8] = 8Zs

[16] = 1674

[32] = 32Z:

Lahko overime, Ze vo vSetkych spomenutych pripadoch su ((64/r) Z., +, *) idealy.
Vsetky su aj nilpotentné. V 2Z3; sti¢in 'ubovolnych 32 prvkov | mod 64 da nulu,
V 4716 sucin 'ubovolnych 16 prvkov | mod 64 da nulu, atd’.



Neriesené priklady

A

1. Nech D =0, 2] je realny interval, P = {0, 1, 2} je mnozina bodov a R je mnozina spojitych
funkcii na D. Definujeme zobrazenie
h(f) = f(P) = ((0), f(1), f(2) ).
Zistite, ¢i h: (R,+,*) — (Rs3,+,*) je homomorfizmus.
(operacie + a * v ciel'ovej Strukttre funguja ,,po zlozkach*)
N4jdite jadro tohto homomorfizmu a overte, ze je to ideal.

2. Nech h: (R2,+,*) — (R,+,*) je definované predpisom h(x1,X2) = X1. Operacie +, * vo
vychodiskovej Struktare funguji ,,po zlozkach®. Je h homomorfizmus?
N4jdite jeho jadro a overte, Ze je to ideal.

3. Nech h: (Z,+,*)— (Zr,+,*) je definované predpisom h(x) = m*x | mod n .
Pre aké dvojice m,n je h homomorfizmus? (sktste konkrétne priklady a potom
zovseobecnite).

4. Je dany okruh (Ry,+,*), kde Rx je mnozina vsetkych polynomov s realnymi koeficientami,
a okruh realnych &isel (R,+,*).

Zobrazenie h: (Rx,+,*) — (R,+,*) je urcené predpisom h(p(x))= p(1), tj. polynom zobrazime
do jeho funk¢nej hodnoty v jednotke.

Overte, ze h je homomorfizmus a najdite jeho jadro.

B

1. Nech (C(R), +,* ) st spojité realne funkcie a I = {feC(R); 3 meR*, V x, |x| > m: f(x)=0 }.
Zistite ¢i I je ideal v C(R) .

2. Mame okruh (Z,+,*) a mnozinu 3Z. Zistite, ¢i ide o ideal. Ak ano, urobte rozklad okruhu.
3. Overte (podrla definicie idealu), ze jadro homorfizmu z prikladu a6 je ideal.
4. Je dany okruh (M,+,*), kde M, je mnozina vsetkych matic nxn a jeho podokruh (Mno,+,*),

kde Mo je mnozina vietkych matic nxn s nulovym poslednym stipcom.
Je tento podokruh idedlom?



