Okruhy
Uvod
Kategorizdcia Struktir s dvoma operdciami.

Re¢ bude o mnozinach s dvoma operaciami (R,,®). Pismeno R je od slova ring (okruh).
Nech st obe operacie prakticky definované akokol'vek, formalne budeme prvii povazovat’ za aditivnu
a druht za multiplikativnu. Oznacenie + a * v krazku vSak naznacuje, Ze nemusi ist’ o klasické + a *.

Podobne ako pri Struktarach s jednou operaciou, aj tu budeme rozliSovat’ rozli¢né typy/nazvy
Struktar podla toho, aké vlastnosti operacie ® sa nam podari dokazat’. Operacia @ musi svoje
vlastnosti spifiat’ vzdy v plnej miere.

a) Nutny zaklad I. — (R,®)

(R,®) musi byt abelovska grupa, tj. operacia @ musi byt’ operacia na R, asociativna, komutativna,
musi existovat’ neutralny prvok eo ("nula"”, (0)) a kazdy prvok x z R musi mat’ inverzného kamarata -x
(kde "-" nie je nutne klasické minus, ale "opak" ku @).

b) Nutny zaklad 11. — distributivny zakon

Vzajomny vzt'ah operacii @,® musi byt harmonicky — musi platit’ distributivny zakon
"roznasobovania':

a® (bc) = (a®b) @ (a®c)

(bbc) ® a= (b®a) B (c®a)

¢) Nutny zaklad I11. — (R,®)
Operacia ® musi byt operaciou na R, tj. (R,®) musi byt’ grupoid.

Splnenie predpokladov a,b,c samo osebe eSte neddva narok na Ziadne tituly, ale je ich nutnym
zakladom a vychodiskom. Ak a,b,c nie su splnené alebo st splnené len CiastoCne, ide o Struktary,
ktorymi sa v tomto semestri nebudeme zaoberat’.

d) Kategorizacia podl'a vlastnosti (R,®)

— Ak je ® asociativna, teda (R,®) je pologrupa, Struktara (R,,®) sa nazyva
pseudookruh, okruh bez jednotky, rng (ring bez i)
/ Ak je ® komutativna, ide o komutativny pseudookruh (kom. okruh bez jednotky).

— Ak navyse pre ® existuje neutralny prvok e; (“jednotka”, (1), teda (R,®) je monoid,
tak (R,,®) sa nazyva: okruh, okruh s jednotkou, ring
/ Ak je ® komutativna, ide o komutativny okruh (kom. okruh s jednotkou).

— Ak navyse plati a®b=(©0) = a=0) v b=0) , $truktira (R,D,®) sa nazyva
okruh bez delitelov "nuly"
/ Ak je ® komutativna, ide o obor integrity.

Téato vlastnost’ je slabsSim odvarom existencie inverznych prvkov a nemusime ju overovat,
ak dokazeme platnost’ nasledujuceho bodu.

— Ak pri ® existuju inverzné prvky x* pre vietky prvky x z R okrem "nuly", teda (R\t@3,®) je grupa,
tak $truktara (R,D,®) sa nazyva teleso.
/ Ak je ® komutativna, ide o pole.



Riesené priklady

Priklad 1
Kategorizujme Struktaru ( 27Z , +, * ), teda mnozinu parnych cisel a klasické plus, krat.

RieSenie:
a) (2Z,+)
Operécia + je operaciou aj na vylucne parnych cislach.
+ je asociativna aj komutativna, neutralny prvok je 0, inverzny ku x je -X. v

b) Distributivny zakon pre +, * plati. Vv

c)(2Z,™*)
Operéacia * je operaciou aj na vylu¢ne parnych ¢islach.
* je asociativna aj komutativna.
Neutralny prvok by mal byt’ 1, ale ten sa v definicnom obore nenachadza.

Zaver: Komutativny okruh bez jednotky (pseudookruh)

Priklad 2
Kategorizujme $truktaru ( R? , +, * ), teda mnozinu dvojic realnych &isel a klasické plus, krat
aplikované "po zloZzkach".

RieSenie:
a) (R*, +)
Operacia + je operaciou aj na dvojiciach ¢isel.
+ je asociativna aj komutativna, neutralny prvok je (0) = [0,0], inverzny ku [x,y] je [-X,-y]. v

b) Distributivny zékon pre +, * plati. v
Plati na kazdej zloZke osobitne a to staci, lebo zlozky sa navzajom neovplyviiuju.

c) (R*,*)
Operacia * je operaciou aj na dvojiciach cisel.
* je asociativna aj komutativna.
Neutralny prvok je (1) =[1,1].
Delitele "nuly" — existujt, napr.: [x,0]*[0,y] = [0,0]

Zaver: Komutativny okruh s jednotkou (ale uz nie "bez delitelov nuly")



Priklad 3
Kategorizujme $truktaru ( Zy , +, *), kde Zv = {a+bv'2; a,beZ}.
RieSenie:

a) (ZV T )
Operécia + je operaciou na Zy: a+bv2 + c+dv2 = (a+c)+(b+d)v?2
+ je asociativna aj komutativna, neutralny prvok 0 = 0+0v2, inverzny ku a+bv2 je -a-bv2. v

b) Distributivny zakon pre +, * plati. Vv

€) (Zv,™)
Operéacia * je operaciou aj na Zy.

(a+bv2) * (c+dv2) = (ac+2bd)+(ad+bc)v2

* je asociativna aj komutativna (nezalezi na tom, na akej mnozine).
Neutralny prvok je 1 = 1+0v/2.

Delitele "nuly" — neexistuju. Oznaéme X = a+hv/2, y = c+dv2. x a y st realne ¢isla a urdite
plati, ze xy=0 len ak x=0 alebo y=0.

Inverzné prvky maju problém, napr. pre 2 = 2+0V2 je inverznym 1/2, &o ale nepatri do Z, .

Zaver: Obor integrity (ale nie teleso)

Priklad 4

Kategorizujme Struktaru ( Zn, +,*), kde Zn = {0, 1, 2, ..., n-1} a +, * predstavuju s¢itanie
a nasobenie modulo n.

Riesenie:

a) (Zn, +)

Je to abelovska grupa (uz sme riesili) v/

b) Distributivny zakon pre +, * plati a modulo n to nema ako pokazit. v
€) (Zn,™)
Operacia * je operaciou na Zn.
* je asociativna aj komutativna (aj S modulom).
Neutralny prvok je 1.

Delitele "nuly": neexistujt, pokial’ je n prvocislo — ale toto vyplynie aj
z nasledujuceho bodu.

Inverzné prvky — ak n je prvoéislo, ( Zn oy , * ) je grupa (uz sme riesili) v/

Zaver: Pole



Priklad 5
Nech (G,°) je cyklicka grupa radu n s generatorom a. Vieme, ze jej prvky st:

{eo, 8, 8% a3 a%, ..., a"}
Definujeme operacie:

a'@al = a*l/modn (je to len esteticka formalita, @ je totoznd s °)
ai@)aj - ai*j /mod n

Kategorizujme Struktaru (G,P,®).

Riesenie:

a) (G, @) =(G,°) je podl'a zadania cyklicka grupa. Cyklické grupy su komutativne. v/
b) Distributivny zakon pre +, * plati:

ai®(ajEBak) — ai@ aj+k= ai*(j+k)
ai®al @ ai®@ak= ai'i P ai*k= aii+i*k v

) (G, ®)
Operacia (® je operaciou na G, je asociativna aj komutativna. (Dokaz — pozriem a vidim)
Neutralny prvok e; — ak existuje — je niektory z prvkov a', pri¢om t musime zistit’.

Ma platit’ ai®a‘l=at=al odkial’ dostaneme t=1, teda e; = a.
Delitele "nuly": ai®al = ail/mdn=g0= g, — neexistuju, pokial je n prvocislo.

Inverzné prvky — tvrdime, Ze ak n je prvodislo, pre kazdé i existuje k také, ze i*k / mod n= 1.
Doékaz: ak i=1, potom k=1 (trividlne). Ak i je medzi 2 a n-1,
zoberme postupne k= 1,2,3, ... n-1 a poc¢itajme i*k. M6ze sa stat’ toto:
— ak by sme nasli dve rozne ki, Ko také, ze bude i*ki=i*kz, potom pre ks= |ki-ko| plati
i*K3 /mod = 0, €0 nie je mozné, ak je n prvoéislo.
— ak pre vSetky k (n-1 r6znych hodndét od 1 po n-1) dostaneme odlisné vysledky, musi
byt medzi nimi aj 1. A toto sme chceli!

Takze, pre kazdé a' existuje také a*, ze ai®a* =al = e;

(Geo}, ®)jegrupa. v

Zaver: Pole



Priklad 6
Typickym a velmi vd'acnym prikladom z téemy okruhov su polynomy. Ich scitovanie je v principe to isté, ako
scitovanie vektorov, ale pri nasobeni je to uz o nieco zaujimavejsie.

Kategorizujme Struktaru (Rp (X) , +, *), kde Rp (X) st polynomy s realnymi koeficientami
(PRK).

RieSenie:
a) (Rp (x) , +).
Sucet PRK je opit’ PRK. Takze + je operaciou na danej mnozZine.
Komutativnost’ a asociativnost’ patria prirodzene k +.
Neutralny prvok pre + je nula, staci tu len s ul'avou konstatovat’, ze aj 0 je polynom.
Inverzny prvok k polynomu p(x) je - p(X).
Komutativna grupa. v/

b) Distributivny zakon je operaciam +,* vlastny. Polynomy st funkcie a pri praci s funkciami na MAT
1-2 sme distributivnost’ bez ostychu vyuzivali.

¢) (Bp (%), ™)
Sucin PRK je opédt’ PRK, * je operaciou na tejto mnozine.
Asociativnost’ aj komutativnost’ je zrejma, st vlastné operacii *.
Neutralny prvok pre * je 1, ¢o je nielen cislo, ale aj polynom (nultého stupna).
Delitele nuly — da sa 'ahko overit, ze su¢in dvoch nenulovych polynémov je opat
nenulovy polynoém.
Inverzné prvky: napr. k polynému p(x) = x by mal byt p'=1/x, ¢o v§ak uz polyném nie je.

Zaver: Obor integrity



Priklad 7

Kategorizujme Struktaru (Rr (X) , +, *), kde Ry (X) st racionalne funkcie s realnymi
koeficientami (RaFReK). Na zaklade nasich sktsenosti z LA a MAT1-2 vieme povedat,, ze
kazda racionalna funkcia je su¢tom polynomu a niekol’kych (typovo uzko vymedzenych)
elementarnych zlomkov.

RieSenie:
a) (Rr (x) , +).
Sucet RaFReK je opit’ RaFReK. Takze + je operaciou na danej mnozine.
Komutativnost’ a asociativnost’ patria prirodzene k +.
Neutralny prvok pre + je nula, staci len konstatovat’, Ze aj 0 je RaFReK.
Inverzny prvok k rac. funkcii r(x) je - r(x).
Komutativna grupa. v/

b) Distributivny zakon je operaciam +,* vlastny. Aj racionalne funkcie st len funkcie a d’alej to uz
pozname...

¢) (Bp (%), ™)
Suc¢in RaFReK je opat’ RaFReK (z estetickych dovodov okrem sucinu treba vzdy spravit’ novi
upravu/rozklad vysledku na elementarne zlomky), * je teda operaciou na tejto mnozine.
Asociativnost’ aj komutativnost’ st zrejmé.
Neutralny prvok pre * je 1, ¢o je nielen ¢islo, ale aj rac. funkcia.
Delitele nuly nebudeme overovat,, lebo ich neexistencia vyplynie z nasledujuceho bodu.
Inverzné prvky: k nenulovej rac. funkcii r(x) je inverznym prvkom 1/r(X), ¢o je zase rac.
funkcia, ktora sa samozrejme s trochou namahy da a musi upravit’ na normativny tvar.

Zaver: Pole



Priklad 8
Kategorizujme $truktaru (2%, A, N), teda vietky podmnoziny univerza X s operaciami
"symetricka diferencia" a "prienik".

Riesenie:

Pri rieSeni sa len odvolame na to, ¢o uz sme v starSich cviceniach zistili.
a) (2%, A) je komutativna grupa.
b) distributivny zakon plati, vieme overit’ pomocou Vennovych diagramov.

AN (BAC)=(AnB) A (ANC)

A B

cC

¢) (2%, n) je komutativny monoid.

Zaver: (2%, A, N) je komutativny okruh s jednotkou.



Neriesené priklady

Klasifikujte nasledujuice mnoziny s dvojicou operacii:
1.(7Z,+,*), kde +,* st klasické plus, krat.

2. (22, +,%*)

3.(@ +,*)

4. (C([0,1]), +, *) // spojité funkcie na uzavretom intervale [0,1]

5. (Qu, +, *), kde Qv = {a+bV2, a,beQ}

6. (R+,,0), kdeadb=ab=eIna+Inb),a®b=e*Ina*Inb)

7. (R, +, *), kde R je mnozina vsetkych matic 2X2 a * je maticové nasobenie.



