Priklad 1 Nech M = {1,2,3,4,5,6,7,8} a f je v Tab.

T [ 12345678
F (15432786

Riesenie 1 a) Ndjdite vietky disjunktné cykly f a najmensie také k, aby f* = Ip;.

cykly || ¢1 || c2 cs3 Cy4
Ins 1 2 514 3|6 7 8
7 15 203 47 8 6
k=6
b) Vypocitajte f3 a f=1.
Iy 112(3|4|5]6]|7|8
7 (15432 7]8]6
F 1 (2(3[4][5(8]6]7
A 15432678
11543 2[8]6]7

Priklad 2 Mdme grupu (Zi2, +, 0).

a) Ndjdite vietky jej podgrupy a oznacte taki cyklickd podgrupu, ktorej generdtor md rdd 6. Nacrtnite Hasseho
diagram (usporiadanie inkliziou). Je to zviz?

b) Nech S je podgrupa Z12 s vlastnostou, Ze |S| = 4. Ndjdite Z12/S.

Riesenie 2 a) Podgrupy:

G12 = Z12
/ AN
Go = {0,2,4,6,8,10} Gy ={0,3,6,9}
1 N1
Gs = {0,4,8} G2 = {0,6}
AN /
Gy = {0}

Je to zvaz.
b) S = G4 a

Zl?/S = {{073767 9, }7 {1747 7, 10}, {2a 5,8, 11}}




Priklad 3 Nech M = {1,2,3,4} av = {(1,1),(1,2),(2,3)}.

a) Ndjdite najmensiu takd reldciu «, pre ktord plati: v < « a « je reldciou ekvivalencie.
b) Ndjdite nagmensiu takd reldciu B, pre ktord plati: v < § a 8 je reldciou usporiadania.
¢) Vypocitajte aff a Ba.

Riesenie 3 a-b) PretoZe obe si reflexivne a transitivne a
reldcia usporiadania je antisymetrickd, = 8 = {(i,1); 1€ M} u {(1,2),(2,3),(1,3)}
reldcia ekvivalencie je symetrickd, = o = 0 {(2,1),(2,3),(3,1)}.

c) af = {(a,b) € M?;3ce M : (a,c) € a & (c,b) € B}. = (i,i) € af i € M a naviac ak i # 4, tak
(i,)eaa(l,j)eB Vje{l,2,3} = (i,j) € aB, Vi,j # 4. Teda aff = a.

Ba = {(a,b) e M?5 3ce M : (a,c) e B & (¢,b) e a}. = (i,i) € faie M a naviac ak i # 4, tak (i,i) € 3
a(i,j)eaVje{l,2,3} = (i,j) € Ba, Vi,j # 4. Teda Ba = aff = «.

Priklad 4 Zistite, ¢i (R — {0}, %) je grupa, ak a = b = 2ab.

Riesenie 4 =+ je bindrna operdcia (R — {0}, %) je grupoid.

Asociativita: (a#b)*c = (2ab) * ¢ = 2(2ab)c = 2a(2bc) = a* (b*c) aaxb=bxa = (R—{0}, *) je komutativna
pologrupa.

Neutrdlny prvok e: Akaxe=a = 2ae=a=2e=1=¢e= %
Inverzny prvok a=1: Nech a € R— {0}, ak a=* je inverzny prvok ka = axa~! = % =20 '=1=q1=1L.
Zaver: (R — {0}, %) je komutativna grupa.

Priklad 5 Nech h : Z3 x Zy — Z4 je zobrazenie definované predpisom: h(a,b) = a + b (mod4). Zistite, ¢i
zobrazenie h je injektivne, surjektivne a ¢i sa jednd o homomorfizmus.

Riesenie 5 Tabulka pre zobrazenie h:

[ hO]1]

1
2
3

N =[O
N =[O

7 tablky vidime, Ze h je surjektivne (h(Z3 x Zs) = Zy).
Pretoze (1,0) # (0,1) a h(1,0) = 1 = h(0,1) = h nie je injektivne.
Homomorfizmus:

h((a,b) + (¢,d)) = h(a+c,b+d)=a+c+b+d=(a+b)+ (c+d) = h(a,b) + h(c,d) (mod4)

= h je homomorfizmus.



Priklad 6 Mdme okruh Z4 x Zg.
a) Zistite rddy nasledugicich prokov: (2,2),(2,5),(2,3).
b) Najdite delitele nuly, ak existuji.

Riesenie 6 Najskor a):

a) (2,2): ak2€Zy =1r(2)=2 (24+2=0),dk2€Z3=1r(2)=3(2+2+2=0). =

r(2,2) = 6;
(2,5):r(2)=2ar(5)=6=

r(2,5) = 6;
Pretoze (2,3) + (2,3) = (0,0) =

r(2,3) = 2.

b) Delitele nuly: (a,b),(c,d) € Zy x Zg\{(0,0)} s vlatnostou (ac,bd) = (0,0). Necha #0 ab# 0 =
(aa O) ’ (07b) = (Ov O)

= proky mnoZiny dvojic {((a,0),(0,b)); a,b # 0} si delitele nuly v okruhu Z4 x Zg.
Pretoze2-2=0v 74 a2-3=0vZs, = v Zyx Zg: (2,2)-(2,3) = (2,0)-(2,0) = (0,2)-(0,3) = (0,0) =

((2,2),(2,3)),((2,0),(2,0)), ((0,2), (0, 3))

st delitele nuly v okruhu Z4 X Zg.

Delitele nuly:

{((a,0),(0,0)); a,b # 0} U {((2,2),(2,3)),((2,0),(2,0)), ((0,2), (0,3))}-

Priklad 7 Nech (G, *,e) je grupa a S je podgrupa G. Ukdzte, Ze reldcia o = {(a,b) € G x G; axb~t € S} je
reldciou ekvivalenie. Co musi spliiat, aby sa jednalo o kongruenciu?

Riesenie 7 Nech o = {(a,b)e M*;axb"1e S} =
Reflexivnost: axa™! =ee S = (a,a) € a.
Tranzitivnost: (a,b),(b,c)ea = axb L bxctea= (axb )x(bxc™t)ea. Ale

(axb s (bxct)y=axc!

= (a,c) € a.
Symetria: Ak (a,b)ea = axb"1eS = (axb1)"LeS. Al

(axb™ )P =bxa?

= (b,a) € a.
Kongruencia: Nech G = G/a - G je disjuktny rozklad mnoziny G generovany reldciou a. « je kongruencia, ak
VA, BeG AoB={axb;ae A& be B} e t.z., Ze o je bindrna operdcia na G.

Resp. (a,b),(¢c,d)ea = (axc,bxd) € .




