
AŠ 21.6.2016 Meno: Priezvisko:

Pŕıklad 1 Nech M “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8u a f je v Tab.

IM 1 2 3 4 5 6 7 8
f 1 5 4 3 2 7 8 6

Riešenie 1 a) Nájdite všetky disjunktné cykly f a najmenšie také k, aby fk “ IM .

cykly c1 c2 c3 c4
IM 1 2 5 4 3 6 7 8
f 1 5 2 3 4 7 8 6

k “ 6

b) Vypoč́ıtajte f3 a f´1.

IM 1 2 3 4 5 6 7 8
f 1 5 4 3 2 7 8 6
f2 1 2 3 4 5 8 6 7
f3 1 5 4 3 2 6 7 8
f´1 1 5 4 3 2 8 6 7

Pŕıklad 2 Máme grupu pZ12, `, 0q.
a) Nájdite všetky jej podgrupy a označte takú cyklickú podgrupu, ktorej generátor má rád 6. Načrtnite Hasseho
diagram (usporiadanie inklúziou). Je to zväz?
b) Nech S je podgrupa Z12 s vlastnost’ou, že |S| “ 4. Nájdite Z12{S.

Riešenie 2 a) Podgrupy:
G12 “ Z12

Õ Ô

G6 “ t0, 2, 4, 6, 8, 10u G4 “ t0, 3, 6, 9u

Ò ÔÒ

G3 “ t0, 4, 8u G2 “ t0, 6u

Ô Õ

G1 “ t0u

rp2q “ rp4q “ rp6q “ rp8q “ rp10q “ 6.

Je to zväz.

b) S “ G4 a

Z12{S “ tt0, 3, 6, 9, u, t1, 4, 7, 10u, t2, 5, 8, 11uu



Pŕıklad 3 Nech M “ t1, 2, 3, 4u a γ “ tp1, 1q, p1, 2q, p2, 3qu.
a) Nájdite najmenšiu takú reláciu α, pre ktorú plat́ı: γ Ă α a α je reláciou ekvivalencie.
b) Nájdite najmenšiu takú reláciu β, pre ktorú plat́ı: γ Ă β a β je reláciou usporiadania.
c) Vypoč́ıtajte αβ a βα.

Riešenie 3 a–b) Pretože obe sú reflex́ıvne a transit́ıvne a
relácia usporiadania je antisymetrická, ñ β “ tpi, iq; i PMu Y tp1, 2q, p2, 3q, p1, 3qu
relácia ekvivalencie je symetrická, ñ α “ β Y tp2, 1q, p2, 3q, p3, 1qu.

c) αβ “ tpa, bq P M2; Dc P M : pa, cq P α & pc, bq P βu. ñ pi, iq P αβ i P M a naviac ak i ‰ 4, tak
pi, 1q P α a p1, jq P β @j P t1, 2, 3u ñ pi, jq P αβ, @i, j ‰ 4. Teda αβ “ α.

βα “ tpa, bq PM2; Dc PM : pa, cq P β & pc, bq P αu. ñ pi, iq P βα i PM a naviac ak i ‰ 4, tak pi, iq P β
a pi, jq P α @j P t1, 2, 3u ñ pi, jq P βα, @i, j ‰ 4. Teda βα “ αβ “ α.

Pŕıklad 4 Zistite, či pR´ t0u, ˚q je grupa, ak a ˚ b “ 2ab.

Riešenie 4 ˚ je binárna operácia pR´ t0u, ˚q je grupoid.
Asociativita: pa ˚ bq ˚ c “ p2abq ˚ c “ 2p2abqc “ 2ap2bcq “ a ˚ pb ˚ cq a a ˚ b “ b ˚ a ñ pR´t0u, ˚q je komutat́ıvna
pologrupa.
Neutrálny prvok e: Ak a ˚ e “ a ñ 2ae “ a ñ 2e “ 1 ñ e “ 1

2 .
Inverzný prvok a´1: Nech a P R´t0u, ak a´1 je inverzný prvok k a ñ a ˚ a´1 “ 1

2 ñ 2aa´1 “ 1
2 ñ a´1 “ 1

4a .
Záver: pR´ t0u, ˚q je komutat́ıvna grupa.

Pŕıklad 5 Nech h : Z3 ˆ Z2 Ñ Z4 je zobrazenie definované predpisom: hpa, bq “ a ` b pmod 4q. Zistite, či
zobrazenie h je injekt́ıvne, surjekt́ıvne a či sa jedná o homomorfizmus.

Riešenie 5 Tabul’ka pre zobrazenie h:

h 0 1

0 0 1
1 1 2
2 2 3

Z tabl’ky vid́ıme, že h je surjekt́ıvne (hpZ3 ˆ Z2q “ Z4).
Pretože p1, 0q ‰ p0, 1q a hp1, 0q “ 1 “ hp0, 1q ñ h nie je injekt́ıvne.
Homomorfizmus:

hppa, bq ` pc, dqq “ hpa` c, b` dq “ a` c` b` d “ pa` bq ` pc` dq “ hpa, bq ` hpc, dq pmod 4q

ñ h je homomorfizmus.
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Pŕıklad 6 Máme okruh Z4 ˆ Z6.
a) Zistite rády nasledujúcich prvkov: p2, 2q, p2, 5q, p2, 3q.
b) Nájdite delitele nuly, ak existujú.

Riešenie 6 Najskôr a):

a) p2, 2q: ak 2 P Z4 ñ rp2q “ 2 (2` 2 “ 0), ak 2 P Z3 ñ rp2q “ 3 (2` 2` 2 “ 0). ñ

rp2, 2q “ 6;

p2, 5q: rp2q “ 2 a rp5q “ 6 ñ
rp2, 5q “ 6;

Pretože p2, 3q ` p2, 3q “ p0, 0q ñ
rp2, 3q “ 2.

b) Delitele nuly: pa, bq, pc, dq P Z4 ˆ Z6ztp0, 0qu s vlatnost’ou pac, bdq “ p0, 0q. Nech a ‰ 0 a b ‰ 0 ñ

pa, 0q ¨ p0, bq “ p0, 0q

ñ prvky množiny dvoj́ıc tppa, 0q, p0, bqq; a, b ‰ 0u sú delitele nuly v okruhu Z4 ˆ Z6.

Pretoze 2 ¨ 2 “ 0 v Z4 a 2 ¨ 3 “ 0 v Z6, ñ v Z4ˆZ6: p2, 2q ¨ p2, 3q “ p2, 0q ¨ p2, 0q “ p0, 2q ¨ p0, 3q “ p0, 0q ñ

pp2, 2q, p2, 3qq, pp2, 0q, p2, 0qq, pp0, 2q, p0, 3qq

sú delitele nuly v okruhu Z4 ˆ Z6.

Delitele nuly:

tppa, 0q, p0, bqq; a, b ‰ 0u Y tpp2, 2q, p2, 3qq, pp2, 0q, p2, 0qq, pp0, 2q, p0, 3qqu.

Pŕıklad 7 Nech pG, ˚ , eq je grupa a S je podgrupa G. Ukážte, že relácia α “ tpa, bq P G ˆ G; a ˚ b´1 P Su je

reláciou ekvivalenie. Čo muśı spĺňat’, aby sa jednalo o kongruenciu?

Riešenie 7 Nech α “ tpa, bq PM2; a ˚ b´1 P Su ñ
Reflex́ıvnost’: a ˚ a´1 “ e P S ñ pa, aq P α.
Tranzit́ıvnost’: pa, bq, pb, cq P α ñ a ˚ b´1, b ˚ c´1 P α ñ pa ˚ b´1q ˚ pb ˚ c´1q P α. Ale

pa ˚ b´1q ˚ pb ˚ c´1q “ a ˚ c´1

ñ pa, cq P α.
Symetria: Ak pa, bq P α ñ a ˚ b´1 P S ñ pa ˚ b´1q´1 P S. Ale

pa ˚ b´1q´1 “ b ˚ a´1

ñ pb, aq P α.
Kongruencia: Nech G “ G{α – G je disjuktný rozklad množiny G generovaný reláciou α. α je kongruencia, ak
@A,B P G A ˝B “ ta ˚ b; a P A & b P Bu P G t.z., že ˝ je binárna operácia na G.

Resp. pa, bq, pc, dq P α ñ pa ˚ c, b ˚ dq P α.
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