Algebraické struktiry — 29.5.2017

Priklad 1 Nech X = {a,b,c} a FG(X) je volnd grupa generovand mnoZinou X .

a) Ndjdite redukované slovo k slovu w = aaa=1bb~2ba~1c?a®bb=ta =3

b) Mdame (Zg,+) a h: X — Zy: h(a) = 1,h(b) = 2,h(c) = 3. Ak ¢ je homomorfizmus definovany ¢(u) = h(u),
pre u € X, zstite omu sa rovnd ¢(a?bebtac?).

¢) Ndjdite aspori dva proky z jadra Ker(9).

d) Zistite ¢ mnozina S = {u € FG(X) : ¢(u) = 0} je podgrupa grupy FG(X)

Riesenie 1 a)

w =aaa 'bb 2ba B albb a3
=(a(aa")(bb2b)a" ) (a®*(bb1)a™?)
3
=c

b)

P(a’bc®b ac®) =2¢(a) + ¢(b) + ¢(c) — ¢(b) + ¢(a) + 3¢(c)
=2+2+1-2+1+4=3

c) be,a® € Ker(¢).
d) Bindna operdcia: uxv = uv — refazenie je asociaivna a:
ak u,v € S, potom ¢p(u) = ¢p(v) =0 a p(uv) = ¢(u) + ¢(v) = 0. Analogicky ¢(vu) = 0. Teda, ak u,v € S, potom
uv,vu € S
Neutrdlny prvok: ak e je prdzdne slovo v FG(X) (ue = ue = u, pre kaZdé u € FG(X), tak ¢(u) = Pleu) =
d(e) + o(u). = ¢p(e) =0 = e S. Inverzng prvok: ak u € S, potom ¢p(u) =0 = —p(u) =0 = ¢p(u™1) =0 =
ulesS.

S je podgrupa grupy FG(X).

Priklad 2 Zistite ¢i (Z5%x Zy, @, o) je okruh s jednotkou, ak (a,b)®(c,d) = (a+c,b+d), (a,b)o(c,d) = (a.c,b.d).
Najdite delitele nuly, ak eristuji.

Riesenie 2 (Zs x Z4,®) je abelova grupa:
Asociativita plati, pretoZe plati v kazZdej suradnici

((a,0) @ (c;d)) ® (z,y) =((a+¢) + z,(b+d) +y)
(a+(c+x),b+ (d+y))
(a,b) @ ((¢,d) ® (2, y))

neutrdlny prvok je (0,0),

inverzny prvok k proku (a,b) je (—a, —b).

komutativita: (a,b) ® (¢,d) = (a + ¢,b+d) = (c+ a,d+b) = (¢,d) ® (a,b)
(Zs5 x Zy,0) je pologrupa s jednotkou (monoid):

o je bin. op. na Zs x Zy: (a,b) o (¢,d) = (a-¢,b-d) € Zs x Z4

je asociativna, takie (Zs X Zy,@®,0) je okruh.

Pretoze (1,1) o (a,b) = (a,b) a bin. op. o je komutativna, potom (1,1) je neutrdlny prvok vzhladom na o. Teda
ide o okruh s jednotkou.

delitel nuly:

(a,0).(0,b) = (0,0), pre Va € Zs\{0}, Vb e Z,\{0},

(0,2) o (z,2) = (0,0), Vz € Z5




Priklad 3 Nech M = {1,2,3,4,5,6,7,8} a f; si cyklické permutdcie:
fi= (1527374)7f2 = (4a5a6);f3 = (6777 8)

a) Ndjdite rdd permutdcie g = f1fs.

b) Pre ktoré i,j plati f;f; = f;fi a pre ktoré fif; # f; f:?

Rie3enie 8 a) Ndjdite rad permutdcie g = f1f3 (r(g) =7).

r(f1) =4, r(f3) = 3, permutdcie si disjuktné = r(g) =r(f1f3) = 12.
b) Pre ktoré i,j i # j plati fif; = f;f:?

Pretoze f1, f3 su disjukiné, tak f1fs = f3f1.

PretoZe f1, fo a fo, f3 nie su disjuktné, tak fofs # fafa a foafi # fifo.

Priklad 4 Mdme grupu (Z2, +, 0).

a) Ndjdite vetky jej podgrupy a oznacte taki cyklickd podgrupu, ktorej generdtor md rdd 6. Nacrtnite Hasseho
diagram (usporiadanie inkliziou). Je to moduldrny zviz?

b) Nech S je podgrupa Z15 s vlastnostou, Ze |S| = 4. Ndjdite Z12/S.

RieSenie 4 Zviz:
z obrazku vidno jednoznacéné supréma a infima

Nech S € G a G(S) najmensia podgrupu obsahujica S. Potom
Gz’ Y Gj = G(G, V) Gj)
Gi AN Gj = G(Gz N G])

a) Podgrupy:

G12 = ZlQ
/ N
Gs = {0,2,4,6,8,10} Ga = {0,3,6,9}
1 N1
Gs ={0,4,8} Gy = {0,6}
AN e
Gy = {0}

T(Gﬁ) = 6.

Modularita: ak x < z potom x v (y A 2) = (x v y) A 2.

Stacilo: Je to moduldrny zviz - neobsahuje Ny (obrdzok na poslednej strane).
Dosledné dokazovanie:

Ak L je zviz, tak pre refazec modulatita plati vidy:

a<b<c = av((bac)=b (avb) Ac=h.
bv(anc)=ba(bva)rc=b, ()

Neporovnatelné si Gs, G, G3, Gy a G4, Gg.

Napriklad: G3,G2 a G3 < Gg:

Gg\/(Gg/\Gﬁ)ZGgVGQ:Ge G(G;),VGQ)/\G6=G6

b) =G4, Z12/S=1{{0,3,6,9,},{1,4,7,10},{2,5,8,11}}




Priklad 5 Nech (G, *,e) je grupa, S < G je jej podgrupa. Zistite, ¢i reldcia o = {(a,b) € G*; a+b~1 € S je
reldciou ekvivalencie. Kedy reldcia « je kongruencia?

Riesenie 5 Nech a = {(a,b)e M?; axb"1e S} =
Reflezivnost: axa™ ! =ee S = (a,a) € a.
Tranzitivnost: (a,b), (byc) e = axb Lbxctea= (axb")x(bxc™!)ea. Ale

(axb s (bxc ) =axc!

= (a,c) € a.
Symetria: Ak (a,b)ea = axb1eS = (axb1)"teS. Ale

(axb ™)t =bxa?

= (b,a) € a.
Kongruencia: Nech G = G/a — G je disjukiny rozklad mnoZiny G generovany reldciou a. « je kongruencia, ak
VA, BeG AoB={axb;ac A& be B} e g t.z., Ze o je bindrna operdcia na G.
Resp. (a,b),(c,d) e a« = (a*c,bxd) € a.
(staci aj: ak je podgrupa S normdlna podgrupa, tak o je kongruencia)
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