
Pŕıklady

Cvičenie 1 V krúžku je 20 študentov, ktoŕı sa zúčastnili skúšky z predmetu
XX. Hodnotenie každého z nich je prvok z množiny H “ tA,B,C,D,E, FXu.
Označme množinu študentov S.
a) Môže byt’ zobrazenie f : S Ñ H, ktoré študentovi prirad́ı hodnotenie môže
byt’ injekt́ıvne alebo surjekt́ıvne?
b) Je zobrazenie g : S Ñ H, ktoré študentovi prirad́ı jeho hodnotenie in-
jekt́ıvne alebo surjekt́ıvne, ak zoberieme do úvahy výsledky zo skúšky z pred-
metu XX uvedené v Tab. 1?
c) Aký je rozdiel medzi zobrazeniami f a g?
d) Existuje zobrazenie h : H Ñ S, ktoré je injekt́ıvne alebo surjekt́ıvne?

H (známka) A B C D E FX
počet študentov 1 0 10 5 3 1

Table 1: Výsledky z XX (Cv. 1)

Cvičenie 2 Nech M “ t´3,´2,´1, 0, 1, 2, 3, 4, 5u a zobrazenie f : M Ñ M
je dané predpisom fpxq “ |x|. Nájdite injekt́ıvne zobrazenie g : fpMq Ñ 2M .

Cvičenie 3 Nech Z je množina celých č́ısel a zobrazenie f : Z Ñ N Y t0u
je dané predpisom:

fpxq “

$

&

%

2x, x ě 0

2´x ´ 1 x ă 0.

Zistite či zobrazenie f je injekt́ıvne. Ak fpZq Ă NYt0u, potom nájdite aspoň
3 prirodzené č́ısla, ktoré nepatria do N Y t0u.

Cvičenie 4 Dokážte, že ak |A| “ n ă 8, potom zobrazenie f : A Ñ B je
injekt́ıvne práve vtedy, ak |fpAq| “ n.



Cvičenie 5 Dokážte, že ak |A| “ |B| “ n ă 8, potom zobrazenie f : AÑ B
je injekt́ıvne práve vtedy, ak je surjekt́ıvne. Porovnajte s tvrdeńım v Cv. 4.

Cvičenie 6 Rozdel’me množinu N na dve disjuktné množiny: N “ NnYNp,
kde

Np “ tx P N ; x je párne u, Nn “ tx P N ; x je nepárne u.

Ukážte, že nasledujúce zobrazenia sú bijekcie:

1. f : N Ñ I je dané predpisom:

fpxq “

$

&

%

x
2
, x P Np

1´x
2

x P Nn.

2. g : Np Ñ N je dané predpisom: gpxq “ x
2
.

3. h : N Ñ Np je dané predpisom: hpxq “ 2x.

4. w : N Ñ Nn je dané predpisom: wpxq “ 2x´ 1.

Cvičenie 7 Zistite či zobrazenie f : r0,8q Ñ p0, 1q dané predpisom:

fpxq “
x

x` 1

je bijekcia.

Cvičenie 8 Zistite či zobrazenie f : RÑ p´1, 1q dané predpisom:

fpxq “
x

|x| ` 1

je bijekcia.

Cvičenie 9 M “ t1, 2, 3, 4u a β “ tp1, 2q, p2, 1q, p3, 3q, p3, 4qu, γ “ tp1, 1q, p3, 1q, p3, 4qu.
Nájdite βγ, γγ, ββ, γβ.

Cvičenie 10 Nech M “ t1, 2, 3, 4u a nech β “ tpa, bq; a ´ 1 “ bu. Nájdite
β´1, β, ββ, β´1β´1, β´1β a ββ´1.
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Cvičenie 11 Nech M “ t1, 2, 3, 4u a nech β1 “ tpa, bq; a ă bu a β2 “
tpa, bq; a` 1 “ bu. Nájdite β1β2 a β2β1.

Cvičenie 12 Nech M “ t1, 2, 3, 4u a nech β1 “ tpa, bq; a ´ 1 “ bu a β2 “
tpa, bq; a` 1 “ bu. Nájdite β1β2 a β2β1.

Cvičenie 13 Nech M “ t1, 2, 3, 4u a β “ tp1, 2q, p1, 4qu. Nájdite reláciu
ekvivalencie γ s vlastnost’ou β Ă γ a nájdite M{γ.

Cvičenie 14 Nech M “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7u a β je relácia na M daná predpi-
som: pa, bq P β ak a, b sú prvoč́ısla. Nájdite reláciu ekvivalencie γ s vlast-
nost’ou, že β Ă γ a M{γ.

Riešenie Cv. 14. Riešenie nie je jednoznačné.

Cvičenie 15 Nech M “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11u a β je relácia ekviva-
lencie na M daná predpisom: pa, bq P β ak a, b sú prvoč́ısla, alebo a “ b.
Nájdite M{β.

Pŕıklad 1 Typickým pŕıkladom je množina reálnych č́ısel R s jej prirodzeným
usporiadańım ”ď”. Nech relácia β Ă R2 definovaná

β “
 

pr1, r2q P R
2; r1 ď r2

(

.

β je reláciou usporiadania a r1βr2, ak r1 ď r2. Ak r, s P R, tak

tpr, sq, ps, rqu X β ‰ H

a tpr, sq, ps, rqu X β “ tpr, sq, ps, rqu práve vtedy, ak r “ s. ‚

Pŕıklad 2 Niekol’ko pŕıkladov čiastočného a úplneho usporiadania:

1. Nech M “ ta, b, c, du a β “ tpa, aq, pb, bq, pc, cq, pd, dq, pa, bqu. L’ahko
oveŕıme, že β je reflex́ıvna, antisymetrická a tranzitv́na. Toto uspo-
riadanie je len čiastočné, napŕıklad prvky b a c sú neporovnatel’né
(pb, cq, pc, bq R β).

2. Nech M “ tt1u, t1, 2u, t3u, t4uu a pa, bq P β ak a Ď b. L’ahko oveŕıme,
že β je reflex́ıvna, antisymetrická a tranzit́ıvna.

β “ tpt1u, t1uq, pt1u, t1, 2uq, pt1, 2u, t1, 2uq, pt3u, t3uq, pt4u, t4uqu.

Toto usporiadanie je len čiastočné, napŕıklad t3u a t4u sú neporovna-
tel’né. Vid́ıme, že dvojice pt3u, t4uq , pt4u, t3uq R β.
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3. Nech M “ N a pa, bq P β, ak a ď b. Ide o usporiadanie prirodzených
č́ısel. Je zrejmé, že @a, b P N a ď b alebo b ď a. ‚

Cvičenie 16 Nech M “ tn P N ; 24
n
P Nu relácia β je daná predpisom:

pa, bq P β ak b
a
PM . Je relácia β reláciou usporiadania?

Cvičenie 17 Nech M “ t1, 2, 3, 4u a β “ tp1, 2q, p1, 4qu. Nájdite reláciu
ekvivalencie γ s vlastnost’ou β Ă γ a nájdite M{γ.

Pŕıklad 3 Reálna funkcia f : R2 Ñ R je tiež binárna operácia na množine,
pretože dvom prvkom z R prirad’uje prvok z R. Ak definičný obor reálnej
funkcie o dvoch premenných f je vlastnou podmnožinou R2, potom máme
čiastočnú binárnu operáciu na R. ‚

Niekol’ko pŕıkladov totálnych a čiastočných binárnych operácíı:

Cvičenie 18 Zistite ktoré z nasledujúcich binárnych operácii sú čiastočné a
ktoré totálne:

1. Nech M “ t2k; k “ 1, 2, 3, 4u a fpx, yq “ x.y, kde operácia ”.” je
normálne násobenie.

2. Nech M “ N a fpx, yq “ x
y
P N .

3. Nech M “ N a fpx, yq “ x` y, kde ”+” znamená normálny súčet.

4. Nech M “ R a fpx, yq “ x
y
.

5. Nech X “ t1, 2, 3u a M “ 2X . Nech fpa, bq “ aY b, pre a, b PM . ‚

Cvičenie 19 Uvažujme M Ď R. Zistite či binárne operácie sú asociat́ıvne,
komutat́ıvne a nádite neutrálny prvok a inverzný prvok ak exististujú.

1. Nech M “ R a a ˚ b “ a ` b, kde ”`” je normálna operácia sč́ıtania
na množine reálnych č́ısel.

2. Nech M “ R a a ˚ b “ a ¨ b, kde ”¨” je normálna operácia násobenia na
R.

3. Nech M “ N (množina prirodzených č́ısel) a a ˚ b “ a` b, kde ”`” je
operácia sč́ıtania na množine N .

4



4. Nech M “ N (množina prirodzených č́ısel) a a ˚ b “ a ¨ b, kde ”¨”
operácia násobenia na N .

5. Nech I je množina celých č́ısel a a ˚ b “ a ` b, kde ”`” je normálna
operácia sč́ıtania na I.

6. Nech I je množina celých č́ısel a a˚b “ a ¨b a ”¨” je operácia násobenia
na I.

7. Nech M “ R a a ˚ b “ a` 2b.

Cvičenie 20 Zistite, či nasledujúce binárne operácie na R sú komutat́ıvne,
asociat́ıvne, či existujú eP , eL, e a inverzné prvky:
a) a ˚ b “ a

1`|b|
;

b) a ˚ b “ a` b` 1;
c) a ˚ b “ minpta, buq, kde minpta, buq “ a, ak a ď b;
d) a ˚ b “ maxpta, buq, kde maxpta, buq “ a, ak b ď a.

V pŕıklade 21 sú uvedené niektoré pŕıklady binárnych operácíı a ich
základné vlastnosti na potečnej množine.

Cvičenie 21 Zistite či binárne operácie sú asociat́ıvne, komutat́ıvne a nádite
neutrálny prvok a inverzný prvok ak exististujú. Uvažujme M “ 2X , pre
X ‰ H. Označme Ac “ XzA.

1. Nech A ˚B “ AYB, pre A,B PM . Ked’̌ze ”Y” je normálna operácia
zjednotenia dvoch množ́ın.

2. Nech A ˚B “ AXB, pre A,B PM . Ked’̌ze ”X” je normálna operácia
prieniku dvoch množ́ın.

3. Nech A4B “ pAc XBq Y pAXBcq, pre A,B PM .

4. Nech A5B “ pAc YBq X pAYBcq, pre A,B PM .

Cvičenie 22 Nech X ‰ H a M “ 2X . Zistite, či nasledujúce binárne
operácie na M sú komutat́ıvne, asociat́ıvne, či existujú eP , eL, e a inverzné
prvky:
a)A ˚B “ AXBc;
b) A ˚B “ AYBc;
c) A ˚B “ AzB;
d) A ˚B “ Ac XBc;
e) A ˚B “ Ac YBc.
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Poznámka 1 Nech A,B sú matice typu nˆ k (n, k P N). Symbolom A ˝B
označujeme Hadamardov súčin mat́ıc, ktorý je definovaný predpisom:

Anˆk ˝Bnˆk “ taijbiju
i“n,j“k
i“1,j“1 .

Napŕıklad ak

A “

¨

˝

1 4
2 5
3 6

˛

‚ B “

¨

˝

1 2
3 4
5 6

˛

‚,

potom

A ˝B “

¨

˝

1 4
2 5
3 6

˛

‚˝

¨

˝

1 2
3 4
5 6

˛

‚“

¨

˝

1 8
6 20
15 36

˛

‚

Cvičenie 23 Nech M je množina reálnych mat́ıc typu 3ˆ4 (nˆk). Dokážte,
že pre operáciu ˝ (Hadamardov súčin) platia nasledujúce vlastnosti:

• A ˝B “ B ˝ A,

• A ˝ pB ˝ Cq “ pA ˝Bq ˝ C,

• A ˝ pB ` Cq “ A ˝B ` A ˝ C,

kde operácia ”`” je štandarný súčet mat́ıc.

pM1, ˚q, pM2, ˝q zobrazenie podmienka
morfizmus g : M1 ÑM2 gpa ˚ bq “ gpaq ˝ gpbq
monomorfizmus morfizmus g je injekt́ıvne
epimorfizmus morfizmus g surjet́ıvne
izomorfizmus morfizmus g je bijekt́ıne

Table 2: Pomenovanie zobrazeńı pre množiny s binárnymi operáciami pM1, ˚q,
pM2, ˝q a zobrazeńım g : M1 ÑM2.

6



V špeciálnom pŕıpade, ak M1 “M2 a binárne operácie sa rovnajú: @a, b P
M a ˚ b “ a ˝ b, tak namiesto názvov z Tab 2 sa použ́ıvajú pomenovania
uvedené v Tab. 3. Namiesto slova morfizmus mnoh́ı autori použ́ıvajú slovo
homomorfizmus.

pM, ˚q zobrazenie podmienka
endomorfizmus h : M ÑM hpa ˚ bq “ hpaq ˚ hpbq
automorfizmus endomorfizmus h je bijekt́ıne

Table 3: Pomenovanie zobrazeńı pre množinu s binárnou operáciou pM, ˚q a zo-
brazeńım h : M ÑM .

Cvičenie 24 Nech M “ R1 a ˚ “ `. Zistite, či zobrazenie h je automorfiz-
mus, ak:

1. hpxq “ 2x;

2. hpxq “ x2;

3. hpxq “ x
|x|`1

.

Cvičenie 25 Nech M “ R1 a ˚ “ ¨. Zistite, či zobrazenie h je automorfiz-
mus, ak:

1. hpxq “ 2x;

2. hpxq “ x2;

3. hpxq “ x
|x|`1

.

Cvičenie 26 Nech X ‰ H, M “ 2X a ˚ “ X. Zistite, či zobrazenie h :
M ÑM je automorfizmus, ak:

1. hpAq “ Ac;

2. hpAq “ AXB, kde B je pevne zvolený prvok z M ;

3. hpAq “ AYB, kde B je pevne zvolený prvok z M .

7



Pŕıklad 4 Nech X “ ta, b, c, du, M1 “ 2X a R1 je reláciou častočného
usporiadania množinovou inklúziu. Nech M2 “ r0, 4s s reláciou usporiadania
reálnych č́ısel. Nech zobrazenie h : M1 Ñ M2 prirad́ı každému prvku z M2

jeho kardinalitu: hpAq “ |A|, pre A PM1. Nie je t’ažké vidiet’, že

h : pM1,Ďq Ñ pM2,ďq

je morfizmus. Ak A Ď B, potom |A| ď |B|. ‚

Pŕıklad 5 Nech G “ ta, c, b, du a binárna operácia ˚ daná v nasledujúcej
tabul’ke Všimnime si, že binárna oprácia ˚ má dva pravé neutrálne prvky

˚ a b c d

a a b c d
b a b c d
c c c a c
d d d d d

Table 4: Bin. op. ˚ (Pr.5)

eP,1 “ a a eP,2 “ b: x ˚ y “ x y P ta, bu. ‚

Pŕıklad 6 Počet neutráslnych prvkov v nasledujúcej tabul’ke

otázka Odpoved’

De1, e2 P G, e1 ‰ e2, x ˚ e1 “ x ˚ e2 “ x, @x P G? áno, Tab.4
De1, e2 P G, e1 ‰ e2, e1 ˚ x “ e2 ˚ x “ x, @x P G? áno, transponovaná Tab.4
De1, e2 P G, e1 ‰ e2, e1 ˚ x “ x ˚ e2 “ x @x P G? nie
De1, e2 P G, e1 ‰ e2, e1, e2 sú neutrálne prvky v G? nie

Table 5: Bin. op. ˚

Cvičenie 27 Dokážte, že pN, `q je pologrupa a pN, ¨q je monoid.

Cvičenie 28 Zistite či ppZ3zt0uq
2, ˝q je monoid, ak pa, bq˝pc, dq “ pa¨c, b¨dq

pre a, b, c, d P Z5zt0u.
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Cvičenie 29 Zistite či pZ2
5 , ˝q je monoid, ak pa, bq ˝ pc, dq “ pa ¨ c, b ¨ dq pre

a, b, c, d P Z5.

Cvičenie 30 Zistite či pZ2
p , ˝q, p P N je monoid, ak pa, bq˝pc, dq “ pa¨c, b¨dq

pre a, b, c, d P Zp.

Cvičenie 31 Zistite či pZ2
p , ‘q, p P N je monoid, ak pa, bq ‘ pc, dq “ pa `

c, b` dq pre a, b, c, d P Zp.

Cvičenie 32 Nech M “ trt, ss; t, s P R1q a rt1, s1s‘rt2, s2s “ rt1`t2, s1`s2s.
Zistite či pM, ‘q je monoid.

Cvičenie 33 Nech M “ trt, ss; t, s P tx P R1; x ą 0uq a rt1, s1s ˝ rt2, s2s “
rt1 ¨ t2, s1 ¨ s2s. Zistite či pM, ˝q je monoid.

Cvičenie 34 Nech M je množina všetkých mat́ıc 2 ˆ 2, prvky matice sú
reálne č́ısla a A ` B, A ¨ B sú obvyklé operácie súčtu a násobenia mat́ıc.
Zistite či pM, `q a pM, ¨q sú komutáıvne monoidy.

Cvičenie 35 Dokážte, že pN Y t0u, `q je monoid.

Cvičenie 36 Zistite či pZ2
5 , ˚q je monoid, ak pa, bq ˚ pc, dq “ pa ‘ c, b ‘ dq

pre a, b, c, d P Z5.

Cvičenie 37 Nech M “ trt, ss; t, s P Rq a

rt1, s1s ‘ rt2, s2s “ rt1 ` t2, s1 ` s2s.

Zistite či pM, ‘q je monoid.

Cvičenie 38 Nech M “ trt, ss; t, s P Rq a

rt1, s1s ˝ rt2, s2s “ r´|t1 ¨ t2|, |s1 ¨ s2|s.

Zistite či pM, ˝q je monoid.

Cvičenie 39 Nech M je množina všetkých mat́ıc 2 ˆ 2, prvky matice sú
reálne č́ısla a A ` B, A ¨ B sú obvyklé operácie súčtu a násobenia mat́ıc.
Zistite či pM, `q a pM, ¨q sú grupy.

Pŕıklad 7 Nech M “ ta, b, cu. Kol’ko a bijekcíı môžeme zostrojit’ na M?
Vytvorime najskôr všetky možné usporiadané trojice:

tpa, b, cq
loomoon

x1

, pb, c, aq
loomoon

x2

, pc, a, bq
loomoon

x3

, pb, a, cq
loomoon

x4

, pa, c, bq
loomoon

x5

, pc, b, aq
loomoon

x6

u

Postupne budeme zobrazovat prvky M cez bijekciu fi : M ÑM danú pomocou
usporiadanej trojice xi (fi : x1 Ñ xi, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 6). Je zrejme, že f1 “ IM .
Pozri Tab. 6.
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x1 f1 f2 f3 f4 f5 f6
a a b c b a c
b b c a a c b
c c a b c b a

x1 x2 x3 x4 x5 x6

Table 6: V st́lpci x1 sú prvky množiny M a v st́lpcoch sú obrazy bijekcíı fi.

Vypoč́ıtame fi ˝ fj pre @i, j pomocou Tab. 6. Napŕıklad f2 ˝ f4:

f2pf4paqq “ f2pbq “ c, f2pf4pbqq “ f2paq “ b, f2pf4pcqq “ f2pcq “ a,

f6 “ f2 ˝ f4 : a ÞÑ c, b ÞÑ b, c ÞÑ a.

V Tab. 7 sú všetky fi ˝ fj, i, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6. Tabul’ka vykazuje symetriu. Je to
spôsobené tým, ako sme zoradili jednotlive prvky xi. tx1, x2, x3u a tx4, x5, x6u
tvoria samostatné skupiny. Bijekcie vytvorili dve skupiny tf1, f2, f3u a tf4, f5, f6u,
pretože sme permutacie konštruovali nasledovne: zobrali sme usporiadanú
trojicu x1 “ pa, b, cq a cyklicky ju spermutovali: x2 “ pb, c, aq, x3 “ pc, a, bq.
To iste sme urobili s trojicou x4 “ pb, a, cq.

˝ f1 f2 f3 f4 f5 f6

f1 f1 f2 f3 f4 f5 f6
f2 f2 f3 f1 f6 f4 f5
f3 f3 f1 f2 f5 f6 f4

f4 f4 f5 f6 f1 f2 f3
f5 f5 f6 f4 f3 f1 f2
f6 f6 f4 f5 f2 f3 f1

Table 7: Všetky možné fi ˝ fj , i, j P t1, ¨ ¨ ¨ , 6u
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Množina P “ tfi; i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6u s operáciou ˝ tvoŕı grupu, ktorá nie
je komutáıvna, neutrálny prvok e “ f1. Počet prvkov grupy pP , ˝q je presne
tol’ko, kol’ko je možné zostrojit’ usporiadaných troj́ıc z prvkov a, b, c, teda |P | “
3! “ 6. ‚

Cvičenie 40 Nech M “ ta, b, cu. Zopakujte predošlý pŕıklad (Pr.7) pre dané
poradie usporiadaných troj́ıc:
a) tpa, b, cq, pa, c, bq, pb, a, cq, pb, c, aq, pc, a, bq, pc, b, aqu.
b) tpb, c, aq, pc, a, bq, pa, b, cq, pb, a, cq, pa, c, bq, pc, b, aqu.
Porovnajte výsledky s Tab. 7. ‚

Pŕıklad 8 Nech M “ t1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ , n, u a g : M ÑM nasledovne

gp1q “ 2, gp2q “ 1, gpiq “ i, i R t1, 2u

rad permutácie je 2, pretože g ˝ g “ IM . ‚

Pŕıklad 9 Nech M “ t1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ , n, u a h : M ÑM nasledovne

hp1q “ 2, hp2q “ 3, hp3q “ 1, hpiq “ i, i P t1, 2, 3u

rad permutácie je 3, pretože h3 “ IM . ‚

Pŕıklad 10 Nech M “ t1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ , n, u a f : M ÑM f “ g ˝ h, kde g je
z Pr. 8 a h je z Pr. 9.

fp1q “ gphp1qq “ gp2q “ 1 fp2q “ gphp2qq “ gp3q “ 3

fp3q “ gphp3qq “ hp1q “ 2 fpiq “ i, i R t1, 2, 3u

Dostali sme (1,3,2,4,5,6). Aké je n, aby fn “ IM? Zložeńım sme dostali
transpoźıciu. f meńı 2 3 a ostatné necháva na mieste (Tab. 8)
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x fpxq f 2pxq
1 1 1
2 3 2
3 2 3
4 4 4
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

n n n

Table 8: Rád je 2, f meńı 2, 3 a ostatné necháva na mieste. (Pr. 10)

Pŕıklad 11 Nech M “ t1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ , n, u a u : M Ñ M u “ h ˝ g up1q “
hpgp1qq “ hp2q “ 3, up2q “ hpgp2qq “ hp1q “ 2, fp3q “ hpgp3qq “ hp3q “ 1,
fpiq “ i, i R t1, 2, 3u Dostali sme (3,2,1,4,5,6). Aké je n, aby un “ IM?
Pozri (Tab. 9)

x upxq u2pxq
1 3 1
2 2 2
3 1 3
4 4 4
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

n n n

Table 9: Rád je 2, u meńı 1, 3 a ostatné necháva na mieste. (Pr. 11)

Pŕıklad 12 Nech M “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, u a f : M Ñ M f “ f1 ˝ f2, kde f1
nemeńı prvky 5, 6

f1p1q “ 2 f1p2q “ 3 f1p3q “ 4 f1p4q “ 1

A f2 nemeńı 1, 2, 3, 4, ale f2p5q “ 6, f2p6q “ 5. f : p1, 2, 3, 4, 5, 6q Ñ
p2, 3, 4, 1, 6, 5q. fi a f2 sú navzájom disjuktné cykly. Aké je n, aby fn “ IM?
(Tab. 10)
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f 0 “ IM f f 2 f 3 f 4

1 2 3 4 1
2 3 4 1 2
3 4 1 2 3
4 1 4 3 4
5 6 5 6 5
6 5 6 5 6

Table 10: Rád rpfq “ 4. (rpf1q “ 4, rpf2q “ 2) (Pr. 12)

Pŕıklad 13 Nech M “ t1, 2, 3, 4, 5, 6u a g : M Ñ M g “ g1 ˝ g2, kde g1
nemeńı prvky 4, 5, 6 a g2 nemeńı 1, 2, 3, 4,

g1p1q “ 2, g1p2q “ 3, g1p3q,“ 4 g2p5q “ 6, g2p6q “ 5

g : p1, 2, 3, 4, 5, 6q Ñ p2, 3, 1, 4, 6, 5q. g1 a g2 sú navzájom disjuktné cykly. Aké
je n, aby gn “ IM? (Pozri Tab. 11)

IM g g2 g3 g4 g5 g6

1 2 3 1 2 3 1
2 3 1 2 3 1 2
3 1 2 3 1 2 3
4 4 4 4 4 4 4
5 6 5 6 5 6 5
6 5 6 5 6 5 6

Table 11: Rád rpgq “ 6. (rpg1q “ 3, rpg2q “ 2) (Pr. 13)
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Cvičenie 41 Nech M “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8u a f : M Ñ M je permutácia
definovaná v Tab. 12

M 1 2 3 4 5 6 7 8
f 1 5 6 3 2 4 8 7

Table 12: Cv. 41

a) Nájdite všetky uzavreté cykly tejto permutácie.
b) Nájdite také k, aby platilo fk “ IM a overte.
c) Ukážte, že množina G “ tf i; i “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , k ´ 1u s operáciou skladania
bijekcíı je grupa a je izomorfná s grupou pZk,`q.

Cvičenie 42 Nech p P N . Dokážte, že
a) pZp, ‘, 0q je Abelova grupa pre každé p;
b) pZpzt0u, ¨, 1q je grupa práve vtedy, ak p je prvoč́ıslo.

Cvičenie 43 Zistite či ppZ5zt0uq
2, ˝, 1q je Abelova grupa, ak pa, bq ˝ pc, dq “

pa ¨ c, b ¨ dq pre a, b, c, d P Z5zt0u.

Cvičenie 44 Zistite či pZ2
5 , ˝, 1q je Abelova grupa, ak pa, bq ˝ pc, dq “ pa ¨

c, b ¨ dq pre a, b, c, d P Z5.

Cvičenie 45 Nech M “ trt, ss; t, s P R1q a rt1, s1s‘rt2, s2s “ rt1`t2, s1`s2s.
Zistite či pM, ‘, r0, 0sq je Abelova grupa.

Cvičenie 46 Nech M “ trt, ss; t, s P tx P R1; x ą 0uq a rt1, s1s ˝ rt2, s2s “
rt1 ¨ t2, s1 ¨ s2s. Zistite či pM, ˝, r1, 1sq je Abelova grupa.

Cvičenie 47 Nech pM, ˚, eq je grupa a binárna operácia je a definovaná
vzt’ahom aa b “ a ˚ b´1q. Dokážte že:

1. aa e “ a (e “ eP );

2. ea a “ a´1.

3. aa a´1 “ a2;

4. a´1 a a “ a´2;
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Cvičenie 48 . Nech pM, ˚, eq je grupa a binárna operácia je a definovaná
vzt’ahom a a b “ a ˚ b´1. Nájdite podmienky, kedy neutrálny prvok e grupy
pM, ˚q je neutrálnym prvkom vzhl’adom k operácii a.

Cvičenie 49 Nájdite všetký cyklické podgrupy grupy pM, ˚q ak
a) pM, ˚, eq “ pZ5,‘, 0q;
b) pM, ˚, eq “ pZ5zt0u, ˝ , 1q;
c) pM, ˚, eq “ pZ6,‘, 0q;
d) pM, ˚, eq “ pZ7zt0u, ˝ , 1q;
e) pM, ˚, eq “ pZ8,‘, 0q.

Poznámka 2 Nech pG, ˚, eq je grupa a S Ď G je jej podgrupa. Potom
označ́ıme

Sa “ ts ˚ a; s P Su, aS “ ta ˚ s; s P Su.

Teda x P Sa, ak Ds P S s vlastnost’ou, že x ˚ a´1 P S a analogicky y P aS, ak
Ds P S s vlastnost’ou, že a´1 ˚ y P S.

Cvičenie 50 Nech pG, ˚, eq je grupa a S Ď G je jej podgrupa.
a) Zistite, či relácia γ “ tpa, bq P GˆG; a ˚ b´1 P Su je reláciou ekvivalencie.
b) Aké podmienky muśı relácia γ spĺňat’, aby bola kongruenciou.

Pŕıklad 14 Máme grupu pZ10,‘, 0q. Nech S “ t0, 2, 4, 6, 8u. S je podgrupa
grupy pZ10,‘, 0q. Teda

S1 “ S3 “ S5 “ S7 “ S9 “ A, S0 “ S2 “ S4 “ S6 “ S8 “ S

a S Y A “ Z10. (Pozri Tab. 13.)

S0 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9
S{Z10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1
4 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3
6 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
8 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7

Table 13: Sa, a P Z10 (Pr. 14)

15



Nech G1 “ Z10{S. Potom pG1,‘, Sq – pZ2,‘, 0q, kde X ‘ Y “ a ‘ b ak
a P X, b P Y a X, Y P G1.

‘ S A
S S A
A A S

Cvičenie 51 Rozložte grupu pZ15,`, 0q podl’a S “ t0, 5, 10u.
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