PODGRUPY A CYKLICKE GRUPY

Pojmy

Podgrupa

Ak (G, °) je grupa, potom (H, °) je podgrupou (G, °), ak H € G a (H, °) je grupa.

Prakticky, ak vieme, ze (G, © ) je grupa a H je podmnozina G, sta¢i overit’ dve skuto¢nosti:
1. °je operécia na H (tj. uzavretost’ H vzh'adom na operaciu)
2. pre kazdé x € H aj x'eH (). uzavretost’ H vzhl'adom na inverziu)

Ostatné vlastnosti (asociativnost, neutralny prvok) sa zazenim G na H "nepokazia".

Ak je H konecna mnozina, staci overit’ podmienku 1.

Poznamka: Grupa a podgrupa sa mozu oznacovat zjednoduSene iba nazvom mnozZiny, napr. G a H,
bez uvedenia operacie, pokial’ je zrejmé, "s akou operaciou aktualne pracujeme".

Cyklicka grupa

Grupa (G, °© ) sa nazyva cyklicka, ak vsetky jej prvky vieme generovat’ jednym prvkom — tzv.
generatorom. To znamend, Ze prvky grupy vieme zapisat’ takto:

e (neutralny), X (generator), X°=x°;, X’=x°°%, ..., X"'=x%°... %

Generovanie sa kon¢i pri takom &isle n, pre ktoré x"=e, tj. sa to "zacykli". Cislo n je rad
cyklickej grupy, a zaroven rad prvku X. V SirSom zmysle rad cyklickej grupy moze byt aj
nekonecny.

Niektoré prvky grupy mézu mat’ aj niz$i rad. Pokial’ n nie je prvocislo, v cyklickej grupe st
pritomné prvky s radom rovnym niektorému z delitel'ov n. Tie generuji podgrupy G.

Grupa mdZe mat’ viac ako jeden generator.” Dokonca ak n je prvoéislo, tak kazdy prvok grupy
okrem e je jej generatorom.

Archetypalnym prikladom cyklickej grupy radu n je (Zn, +). Kazda (!!!) ina cyklicka grupa
radu n sa s nou Strukturdlne zhoduje. Odborne povedané, vsetky cyklické grupy radu n st

izomorfné so (Zn, +).

Dalsie poznatky (vysvetlenie v prednaskach, alebo dokaZte svojpomocne, nie je to tazké) :

Kazda grupa s prvociselnym poctom prvkov je cyklickd a nemé netrividlne podgrupy.
Kazda podgrupa cyklickej grupy je cyklicka.
Cyklicka grupa je komutativna.

L'V tejto téme sa generatorom rozumie vzdy prvok, ktory generuje celi grupu G. Viac generatorov znamené viac
prvkov, schopnych generovat’ ti1 istil celu grupu. Uvedenu situaciu treba odliSovat’ od vSeobecnejsich situacii
(spomenuté napr. pri téme podgrupy), ked’ je grupa generovana dvoj alebo viacprvkovou mnozinu (celd n-tica je
tym generatorom, nie jednotlivé prvky samostatne).



Riesené priklady

Priklad 1
Je dana grupa (Z, +), tj. celé ¢isla s operaciou +.
a) Overte, ¢i (H,*), kde H = 2Z (parne celé Cisla), je podgrupou (Z, +).
b) Overte, ¢i (H,+), kde H =N (prirodzené ¢isla) , je podgrupou (Z, +).
Riesenie
a) H = 2Z je podmnozinou Z. Overime podmienky 1 a 2.
1. st¢et dvoch parnych Eisel je zase parne ¢islo v/
2. ak x je parne, inverzny "kamarat" pri operacii + bude (-x), ¢o je opét’ parne Cislo. v

Podmienky 1. a 2. st splnené, (H,+) je podgrupou (Z, +).

b) H =N je podmnozinou Z.
1. sacet dvoch prirodzenych ¢isel je prirodzené ¢islo v/
2. ak x je prirodzené, inverzny "kamarat" pri operacii + bude zaporné (-x) nepatriace do N. X
Podmienka 2 nie je splnend, (H,+) nie je podgrupou (Z, +).

Priklad 2a
Je dana grupa (Zs, +), tj. ¢isla 0, 1, 2, ...7 s operaciou + /mod s -
Nech H = 2Z4 = {0, 2, 4, 6}. Overte, ¢i je (H,+) podgrupou (Zs,+).

RieSenie
H je podmnozinou Zs.

Overenie podmienky 1: 0+x=X,
2+2=4, 2+4=6, 2+6=0,
4+4=0, 4+6=2,
6+6=4
Vidime, Ze sucet 'ubovolnych dvoch cisel z H patri opat’ do H. v

Vzhl'adom na komutativnost’ sme si niektoré vypocty usetrili.
(Pri hlbSom zamysleni by sme si vy$sie uvedené vypocty mohli usetrit’ uplne.)

Overenie podmienky 2:
H je kone¢na, podmienka 2 teda plati "automaticky" (nemusi sa overovat). v

(H,+) je podgrupou (Zs, +).

Priklad 2b
Je dana grupa (Z10, +), tj. Cisla 0, 1, 2, ... 9 s operaciou + / mod 10-
Nech H = {0, 3, 6, 9}. Overte, ¢i je (H,+) podgrupou (Z10,+)

Riesenie
H je podmnoZzinou Zjo.

1. Vidno, ze napr. 6+6 =2, 9+6 =5 ... Podmienka 1 nie je splnena. X

(H,+) nie je podgrupou (Z1o, +).



Poznamka Kk nasledujicemu prikladu
Matice tu budeme z praktickych dévodov zapisovat’ ako v MatLabe, napr.

2 3 7

1 3 5

102 =[237;135;102]
Priklad 3

Je dana grupa (G,*) regularnych matic 2X2 (s redlnymi zlozkami) s operaciou maticového
nasobenia * a mnozina H={[a b; b a], a,b ER, a #b} . Overte, ¢i plati (H,*) c(G,*), tj. ¢i H je
podgrupou G.

Riesenie
Najprv sa ubezpecme, ze (G,*) je naozaj grupa. Oprieme sa o tvrdenia zname z LA.
— Sucin 2 regularnych matic je regularna matica.
— Maticovy st¢in je asociativny.
— Neutralny prvok je jednotkova matica [1 0; 0 1]
— Reguldrna matica ma vzdy inverzntl maticu.

Pozrime sa teraz na (H,*). Musime overit’ tri veci.

0. Je mnozina H podmnozinou G? Plati det([a b; b a]) = a%-b® # 0, lebo a # b.
Matice v tvare [a b; b a] teda su regularne, mnozina H je podmnozinou G. v

1. Uzavretost’ na operaciu. Vynasobime (na papieri spravte podrobne):
[ab;ba] *[cd;dc]=[actbd ad+bc; ad+bc ac+bd]
Vidime, Ze su¢in ma tvar [X y; y X]. Zaroven plati, ze sa¢in dvoch regularnych
matic je regularna matica. Otazkou este je, Ci plati x # y. Skusme teda, ¢i sa moze pritrafit’

X=y, .
ac+bd=ad+bc .
Upravime: ac-ad=bc-bd
a(c-d)=b(c-d)
(a-b)(c-d)=0
Kedze a # b a ¢ # d, posledna rovnost’ nema byt ako splnena, stcin dvoch nenulovych ¢isel
nebude nula.
Bod 1 je teda v poriadku. v

2. Uzavretost’ na inverziu. Vieme Ze inverznd matica k regularnej matici existuje,
treba sa teda len ubezpecit,, ze ma pozadovany tvar (tj. ze sa nachadza v H).
Treba si pripomentt, ako sa hl'ad4 inverzna matica — tu uvedieme rovno vysledok:

[ab; ba]™ = [-ab; b-a)/(b*ad) v

Zaver: vsetky skiimané body st potvrdené, preto plati (H,*) c(G,*).



Priklad 4a
Je dana grupa komplexnych ¢isel s nasobenim, (Cyfo} ,*). Oznaéme S={c € C, |c| € N} —ide o
tie kompl. ¢isla, ktorych vzdialenost’ od 0 je prirodzené ¢islo. Je (S, *) podgrupou (Cy(oy ,*)?

RieSenie
Overime zname dve podmienky. Komplexné €isla budeme zapisovat’ v exponencialnom tvare,
tj.c=r*e", kder=|c|.

1. Uzavretost’ vzhl'adom na operaciu. _ _ o
Nech c; a ¢, st z H, potom ¢;*C,= ri*e" * r*e" = ri*r, * €. Hodnoty r, , st prirodzené
a sucin dvoch prirodzenych ¢isel je prirodzené Cislo, tj. r1*r2 € N. v

2. Uzavretost’ vzhl'adom na inverziu. Napr. pre ¢=3 je inverznym prvkom 1/3,ato je mimo S. X

Zaver: (S, *) nie je podgrupou (C, *)

Priklad 4b
Zmenime mierne predoslé zadanie. Oznac¢ime S={c € C, |c| € Q+}, teda p6jde o mnozinu
kompl. ¢isel, ktorych vzdialenost’ od 0 je racionalne ¢islo. Je (S, *) podgrupou (Cygo} ,*)?

Riesenie _ _ o
1. Uzavretost vzhl'adom na operaciu. ¢;*C,= ri*e" * ry*e" = ry*rp * e
Sucin dvoch racionalnych Cisel je racionalne ¢islo, r1*r; € Q. v

2. Uzavretost’ vzhl'adom na inverziu. Ak ¢ = r*e" , tak ¢* = 1/r *e™ . 1/c je raciondlne &islo. v/

Zaver: (S, *) je podgrupou (C, *)



Priklad 5a
Je dana grupa (Zs, +). UrCte jej generator a najdite vSetky jej netrivialne podgrupy.

Riesenie
Dana grupa ma 5 prvkov. To nie je vela, zvladneme preskimat’ generacny potencial vsetkych prvkov.

0 Prvok 0 generuje: 0, 0+0=0, 0+0+0=0, ... generuje len sam seba.
1 Prvok 1 generuje 1, 1+1=2, 1+1+1=3, 1+1+1+1=4, 1+1+1+1+1=0.

Tu sme sa zacyklili, takze kon¢ime. Vygenerovala sa celé grupa.
2 Prvok 2 generuje 2, 2+42=4, 2+2+2=1, 2+2+2+2=3, 2+2+2+2+2=0, a mame vsetko.
3 Prvok 3 generuje 3, 3+3=1, 3+3+3=4, 3+3+3+3=2, 3+3+3+3+3=0, a mame vsetko.
4 Prvok 4 generuje 4, 4+4=3, 4+4+4=2, 4+4+4+4=1, 4+4+4+4+4=0, a mame vSetko.

Prvok 0 nageneroval len sam seba, tj. trividlnu (vzdy existujicu) podgrupu ({0}, + /mods)-
Vsetky ostatné prvky nagenerovali cela grupu (Zs, +), ktora je same sebe trivialnou podgrupou.
Posledné zistenie nie je prekvapenim (lebo 5 je prvocislo), z tedrie o tom vieme, ale je dobré si to
asponi raz prakticky ohmatat’.

Zaver: Vsetky ¢isla okrem neutralnej 0 su generatory danej grupy G.
Grupa G m4 iba trivialne podgrupy.

Priklad 5b
Je dana grupa (Zs, +). Najdite vSetky jej automorfizmy.

RieSenie

Automorfizmus je izomorfné zobrazenie grupy na seba. Izomorfizmus zachovava Struktiru a vSetky
klai¢ové parametre, teda o.i. neutralny prvok musi zobrazit’ na neutralny a generator na generator.

A sme na stope — zobrazime generator 1 na nejaky iny generator grupy, a zobrazenie ostatnych prvkov
uz dostaneme podl’a poradia pri generovani:

neutr. gen. gen” gen® gen’
Automorfizmus 1; 0 1 2 3 4
! l ! l !
0 1 2 3 4
Automorfizmus 2: 0 1 2 3 4
! l ! l !
0 2 4 1 3
Automorfizmus 3: 0 1 2 3 4
! ! ! ! !
0 3 1 4 2
Automorfizmus 4: 0 1 2 3 4
! ! ! ! !
0 4 3 2 1

Dostali sme 4 automorfizmy. St to vSetky moznosti alebo je ich viac?



Priklad 6
N4jdite generator grupy (Zs, +) a vSetky jej netrivialne podgrupy.

RieSenie
Odpoved’ na obidve otazky vieme dat’ znovu tak, Ze postupne vyskuSame generac¢ny potencial
vSetkych jej prvkov (vSetky podgrupy musia byt cyklické, takze urcite ich takto najdeme)

neutralny prvok,  generuje len seba.
3,4,5,0
, 0

Generatormi celej grupy su prvky 1, 5.
Prvky 2, 4 generujt pogrupu {0, 2, 4} = 2Zs.
Prvok 3 generuje podgrupu {0, 3}= 3Z,.

Vsimnime si, ze inverzny k 1 je 5, inverzny k 2 je 4, a inverzny k 3 je 3. Nie je nahoda, Ze prvok x a
jeho inverzny kolega x™* generujii rovnakii mnoZinu.

Vsimnime si tiez, ze celt grupu generuju prvky nesudelite'né s n. Naopak, ¢isla sudelitelné s n
generuju podgrupy. Ak NSD(x,n)=k, potom x a vSetky nasobky k generuju podgrupu s poctom prvkov
n/k.

Priklad 7
Je dana grupa (Z10, +). Najdite vSetky jej netrividlne podgrupy.

Riesenie
Priklad je podobny ako predosly. Dovolime si preto niektoré kroky zrychlit, predsa len... komu sa
chce vypisovat’ 10 riadkov...?

0 — generuje vieme ¢€o

1,3,7,9 — st nesudelitelné s 10, takze generuju celi grupu.

2,4,6,8 —1ich NSD s 10 je 2, takze generuju ({0,2,4,6,8},+) = (2Zs, +)
5 —NSD(5,10) = 5, vygeneruje sa ({0,5},+) = (5Z2, +)
Zhrnutie

Ziskali sme dve netrivialne podgrupy, (2Zs, +) a (5Zz, +). St generované ¢islami sudelitelnymi s 10-
kou a pocet ich prvkov je delitel’ 10ky.

Pripominame si — pocet prvkov podgrupy musi byt vzdy delitel'om poctu prvkov pdvodnej grupy. Ak
je pocet prvkov grupy prvocislo, td bude mat’ len trividlne podgrupy. Naopak, ¢im viac delitelov ma
pocet prvkov grupy, tym viac podgrap najdeme.



Priklad 8
Je dana grupa (Z16, +). Najdite vSetky jej netrivialne podgrupy.

Riesenie

~0,2,6,10 14 generuji (2Zs, + /mods)
~0,4,12 generwj  (4Za, + /mod1s)
~0,8 generuji (8Zz, + /mods)

Ostatné ¢isla generuju trivialne podgrupy.

Priklad 9a
Je grupa (Zs\(0}, *) cyklicka? Ak ano, najdite jej generatory a vSetky jej netriv. podgrupy.

RieSenie
S nasobenim to nie je tak prehl'adné, vezmime teda postup opat’ od podlahy a pozrime sa, ¢o ndm
jednotlivé prvky nageneruju:

1 1 generuje triv. podgrupu ({1}, *)

2: 2,431 generuje celt (Zs (o}, *)

3: 34,21 generuje celt (Zs (o3, *)

4. 41 generuje podgrupu ({1,4}, *)

Zhrnutie: generatory su 2,3, jedina netrivialna podgrupa je ({1,4}, *).
Priklad 9b

Cyklicka grupa (Zs\(03, *) by podl'a tedrie mala byt izomorfna s (Zs, +). Najdite vsetky
izomorfizmy.

RieSenie

[zomorfizmus musi zobrazovat (0.i.) neutralny prvok na neutralny a generator na (l'ubovol'ny)
generator. Moznosti izomorfizmu (Zs, +) — (Zs\(0}, *) su teda také, aké st moznosti zobrazenia
generatora jednej grupy na generator druhej grupy:

neutr. gen. gen.’ gen’

Izomorfizmus 1: 0 1 2 3
! l ! l
1 2 4 3
Izomorfizmus 2: 0 1 2 3
! l ! l
1 3 4 2

Prvok 2 (jediny generator jedinej netriv. podgrupy (2Z., +) ) sa vzdy zobrazi na 4 (jediny generator
jedinej netriv. podgrupy ({1,4}, *) )

Poznamka: Izomorfizmy sme hladali tak, ze jeden generator (zvolilo sa €islo 1) grupy (Z4, +) sa
zobrazil na prvy a potom druhy generator (Zs\}, *). Preto sme dostali dva vysledky.

Otazkou je, pre¢o sme nesktsali aj druhy generator (&islo 3) grupy (Zs, +) zobrazit’ na jeden
alebo druhy generator (Zs\(3, *). Nedostali by sme d’alSie dva izomorfizmy? Nie. Prec¢o?



Priklad 10a
Je grupa (Z7\0}, *) cyklicka? Ak ano, najdite jej generatory a vSetky jej netriv. podgrupy.

Riesenie
Prvkov nie je vel'a, odskisame preto zaradom ich genera¢ny potencial:

neutralny prvok, generuje len seba.

1-—
2,4,1
3,2,6,4,51
4,2,1
546,231
6,1

Prvky 3 a 5 (navzajom st si inverzné) generuju celua grupu, teda grupa je cyklicka.
Prvky 2 a 4 (navzajom su si inverzné) generuju podgrupu {1, 2, 4}.
Prvok 6 generuje podgrupu {1, 6}.

Priklad 10b
Ak je grupa (Z7\(0}, *) cyklicka a ma 6 prvkov, musi byt izomorfna so (Zs, +). Najdite vSetky
izomorfizmy.

Riesenie
Najprv si zbezne porovnajme Struktiru a parametre oboch grip:

(Z7\03, ) (Zs, +)
Neutr. prvok 1 0
Generatory 3,5 1,5
3-prvkova podgrupa {1, 2,4} {0, 2, 4}
2-prvkova podgrupa {1, 6} {0, 3}

Pripomenieme si, ze izomorfizmus je zobrazenie, ktoré zobrazi jednu grupu na druht so zachovanim
vsetkych Strukturalnych osobitosti. To znamena, ze neutralny prvok sa musi zobrazit’ na neutralny,
generator na generator, k-prvkova podgrupa na k-prvkovu podgrupu.

Pre Gspesny postup staci zobrazit’ generator na generator (dve moznosti — preco nie 4?) a vsetko
ostatné "sa spravi samo".

1. izomorfizmus

Generator Generované prvky (podla poradia, ako su generované)
(Zs, +) 1 2,3,4,50
| VR RN
(Z7 03, ) 3 2,6,4,51

2. izomorfizmus

Generator Generované prvky (podla poradia, ako st generovang)
(Zs, +) 1 2,3,4,50
! ViU
(Z7\{0}7 *) 5 4! 61 21 31 l

Uvedeny postup je bezpe¢ny. Uistite sa, Ze naozaj boli zachované vSetky Strukturalne osobitosti —
podgrupy sa zobrazili na podgrupy, generator podgrupy sa zobrazil na generator podgrupy, atd’.



Priklad 11a
Je grupa (Z2 X Z3, +) cyklicka? Ak ano, najdite jej generatory a vSetky jej netriv. podgrupy.

RieSenie

Uvedent grupu tvoria prvky (00), (01), (02), (10), (11), (12). Operaciou je + s dodatkom modulo 2 na
prvej zlozke a modulo 3 na druhej zlozke.

VyskuSame generacny potencial vSetkych prvkov.

(00) — neutralny

(10), (00)

(01), (02), (00)

(11), (02), (10), (01), (12), (00)
(02), (01), (00)

(12), (01), (10), (02), (11), (00)

Grupa je cyklicka, jej generatory su (11) a (12).
Priklad 11b
Grupa z 11a je cyklicka, ma 6 prvkov, takze musi byt izomorfna so (Zs, +). Najdite vsetky

izomorfizmy.

RieSenie
[zomorfizmy podla o¢akavani existuju dva, ur¢ime ich zobrazenim generatora na generator:

1. izomorfizmus

Generator Generované prvky (podla poradia, ako st generovang)
(267 +) 1 2! 31 4, 5, 0
! l ! l ! !
(ZZ X Z3a +) (11)1 (02)! (10)1 (01)! (12)1 (00)

2. izomorfizmus

Generator Generované prvky (podla poradia, ako su generované)
(Z6’ +) 1 2! 31 4, 5, O
! ! ! ! ! !
(ZZ X Z31 +) (12)1 (01)’ (10)1 (02)’ (11)1 (00)

Priklad 12
Je grupa (Z: x Z, +) cyklicka? Ak ano, najdite jej generatory a vSetky jej netriv. podgrupy.

RieSenie
VyskuSame generacny potencial vSetkych prvkov.

(00) — neutralny
(10), (00)
(01), (00)
(11), (00)

Ako vidno, Ziaden z prvkov grupy nie je jej generatorom, grupa teda nie je cyklickd a pochopitelne ani
nie je izomorfna so (Zs, +). Preco to nevychadza, hoci v predo$lom priklade to vySlo? Odpoved’ iba

naznacime — 2 a 3 st nesudelite'né, kym 2 a 2 nie tak celkom...

Podgrupy: dana grupa ma tri rézne netrivialne podgrupy.



Priklad 13
Je dana grupa (Z2 X Z4, +). Najdite vSetky jej netrivialne podgrupy.

RieSenie
V zadani nie je otazka o cyklickosti grupy a jej generatoroch. Preco?
Dana mnozina je tvorena dvojicami Cisel, 0, 1 na prvej zlozke a 0,1,2,3 na druhej (spolu 8 dvojic).

Operacia + ucinkuje "modulo 2" na prvej zlozke a "modulo 4" na druhej zlozke (v celom priklade).
Neutralny prvok je (00).

Testujme generaCny potencial prvkov:

(01), (02), (03), (00) dostavame ({0} X Z4 , +)

(03), (02), (01), (00) dostavame ({0} X Zs4 , +)

(02) , (00) dostavame ({0} X 27Z; , +)

(10) , (00) dostavame (Z, x {0}, +)

(11), (02), (13), (00) toto sa neda pekne zapisat’ kartézskym si¢inom
(13), (02), (11), (00) toto sa neda pekne zapisat’ kartézskym stu¢inom
(12) , (00) toto sa neda pekne zapisat’ kartézskym suc¢inom

Dostali sme zatial’ 5 netrividlnych podgrip. (Slabsim odtieniom st zapisané vysledky, ktoré sa
opakuju.) Stale plati a bude platit’, Ze pocty prvkov v podgrupach su delitel'mi ¢isla 8.

Na rozdiel od predoslych prikladov bude potrebné (preco?) preskimat’ tiez moznosti generovania
podgrupy viacerymi prvkami. Ak vezmeme prvok, ¢o generuje 4-prvkova podgrupu, pridanim
d’alsieho prvku neziskame ni¢ nové (preco?). Zmysel ma preto preskiumat’ len kombinacie dvojic,
ktoré ndm generovali 2-prvkové podgrupy:

(10), (02), (12), (00)
(10), (12), (02), (00)
(02), (12), (01), (00)
(10), (02), (12), (00)

Vsetky mozné kombinacie vedi k rovnakému, ale novému vysledku. Méame teda este Siestu
netrivialnu podgrupu (Z; X 27Z; , +).
Pre lepsiu predstavu toho, co sme vlastne nasli, je vhodné si nakreslit’ obrazky/tabulky jednotlivych

podgrup.
P6vodna grupa: 00 01 02 03
10 11 12 13

Podgrupy (farebne zvyraznené):

— dvojprvkové — Stvorprvkové
00 01 02 03 00 01 02 03
10 11 12 13 10 11 12 13
00 01 02 03 00 01 02 03
10 11 12 13 10 11 12 13
00 01 02 03 00 01 02 03
10 11 12 13 10 11 12 13



Neriesené priklady

1. Je dana grupa G regularnych matic 2x2 s operaciou matic. nasobenia * a jej podmnozina
H={MeG M=[ab;0c] ,ab,c € R} . Overte, ¢iplati (H,*) c (G,*).

2. N3jdite ¢o najmensiu grupu s operaciou maticového nasobenia, ktord obsahuje prvok:

a)[0-1;10]
b) [01;-1-1]

3. Nech H={m/n; m, n st prirodzené neparne}. Dokazte, ze (H,*) < (Q\03 ,*).

4. Je dana mnozina S={z € C, |z|=1}. Zistite, ¢i (S, *) je podgrupou (C\(0} ,*) .

5. Je dana mnozina S={z € C, |z|=1} a zobrazenie h: (R, +) — (S, *) dané predpisom
h(x) = exp(i2nx).
a) Dokazte, ze h je homorfizmus.
b) Najdite jadro operacie h a dokazte, Ze je (s operaciou +) podgrupou (R, +).

6. Je dana grupa S=({z € C, 2°=1},%). Je cyklicka? Ngjdite vSetky jej podgrupy a nakreslite
ich v komplexnej rovine.

7. Je dané pevné prirodzené ¢&islo n a mnozina S={z € C, 2" ER+}. Zistite, &i (S, *) je
podgrupou (Cygoy ,*) .




8. Zistite, Ci je dana grupa cyklicka. Ak ano, najdite jej generatory. N4jdite vsetky jej
netrivialne podgrupy.

a) (Za, +)

b) (Zs, +)

C) (Z12, +)

d) (Z3o, +)

e) (ZzxZs,+)
) (Z3xZe,+)
9) (Z11\ (03, *)
h) (Z17\ (03, *)

9. V predoslej ulohe, v pripadoch a,b,c,d zistite, kol'’ko mé grupa r6znych automorfizmov a
aspoi jeden vypiste.

V pripadoch e,f,g,h: urcte pocet izomorfizmov medzi danou grupou a vhodnou grupou typu
(Zn, +) ajeden z nich vypiste

10. Dokazte, ze (Z2 X Z3 X Zs, +) je cyklicka grupa, najdite vSetky jej generatory a netrivialne
podgrupy. Kol’ko je vsetkych izomorfizmov medzi (Zzo, +) a (Z2 X Z3 X Zs, +) ? Aspon jeden
vypiste.

11. Je grupa (Z2 X Z3 X Zs, +) cyklicka? Kol’ko ma cyklickych podgrap?

12. N4jdite najmenSiu mnozinu J taku, Ze (Zo\j, *) bude cyklicka grupa. Najdite vSetky jej
podgrupy a uved'te priklady grup, ktoré st s (Zo\j, *) izomorfné.

! Priklad 8 sa svojim rozsahom méze povazovat’ za 4 bezné priklady.
" Aj priklad 9 sa svojim rozsahom moZze povazovat za 4 bezné priklady.



