Permutacie

Zdkladné pojmy + Riesené priklady

Permutdcia
Permutaciou sa rozumie preusporiadanie radu prvkov. Vieme to zapisat’ dvoma spdsobmi.

1. Prvky usporiadané v rade ocCislujeme/onalepkujeme ¢islami 1 az n. Po ich preusporiadani
zapiseme do nového riadku nové poradie pévodnych poradovych cisel.

Napriklad: kon  zirafa slon  hroch
1 2 3 4

Preusporiadanie: slon koén  hroch Zirafa
3 1 4 2

V algebre nas zivoc¢isna podstata tychto prvkov nezaujima, takze budeme pracovat’ len
s poradovymi ¢islami, za ktorymi sa mdze skryvat’ cokol'vek. Uvedené preusporiadanie —
permutaciu teda zredukujeme iba na nasledujucu informéciu:

1234
3142

Dobre si treba uvedomit’, ¢o tento zapis znamena a ako ho treba ¢&itat’. Po stipcoch:
na prvé miesto prichadza to, ¢o bolo predtym na tretom;

; Na tretie miesto ide to, ¢o bolo predtym na Stvrtom; na Stvrté miesto ide to,
¢o bolo predtym na druhom.

2. Permutaciu vieme zapisat’ aj inym sposobom — tak, Ze zapiSeme Cisla za sebou v takom
poradi, v akom budu po sebe preberat’ pozicie. Preformulujeme (a preusporiadame) poslednti
vetu z odstavca 1: na prvé miesto prisiel prvok z tretej pozicie, na tretiu poziciu prisiel prvok
7o Stvrtej, na Stvrta prisiel prvok z druhej,

13_ 34 42

l— 3« 4 2 1
Struc¢nejsie: (1342

Vysvetlenie postupu je zdihavé, v skutoénosti je viak jednoduchy a po jeho pochopeni vyssie
uvedené medzikroky uz nebudu potrebné.

Hned’ na zaciatku si treba uvedomit’, Ze pri takomto zapise st uvedené 4 ¢isla spojené "do
kruhu", teda je jedno, ¢i piSeme (134 2),(3421),(4213)alebo (213 4). VSetky uvedené
zapisy predstavuju to isté.

Sposob 2 — tzv. zapis cez disjunkitné cykly — je strucnejsi ako 1, lepSie sa s nim pracuje a
navySe na prvy pohl'ad vie ukazat’ cykly, z ktorych sa permutacia sklada.




Priklad 1
Je dana permutacia (spdsob 1):
1234567
2571436
Prepiste ju spésobom 2.

Riesenie:
l « 2« 5« 4 1

Zacyklilo sa to skor, ako sme vycerpali vSetky Cisla. Znamena to, ze cyklov je viac,
pokracujeme teda s d’alSim este nepouzitym cislom.

3« 7« 6« 3

Vysledok:
(1254)(376)
Priklad 2
Je dané permutécia
1234567
2341576

Prepiste ju cez disjunktné cykly.

Riesenie:
Ideme na to uzZ priamo bez medzikrokov:

(1234)(5)(67)

Objavil sa trividlny cyklus, pozicia 5 ostala "namieste". Trividlne cykly sa nemusia zapisovat’
(a je zvykom ich nezapisovat), vysledok teda bude vyzerat’ takto:

(1234)(67)

Rad cyklu

Rad cyklu je pocet jeho prvkov. Vyjadruje pocet "kolkokrat sa musi cyklus aplikovat’, aby sa
prvky dostali do povodného poradia".

Cyklus (6 7) prehodi prvky na 6. a 7. pozicii. Ak to spravi aj druhykrat, prvky sa vratia na
povodné miesto. Cyklus (1 2 3 4) bude s prvkami 1 2 3 4 robit’ toto:

1234
2341
3412
4123
1234

PobhdPEO

Po Styroch aplikaciach je vSetko spat’.



Rad permutdcie

Rad permutacie vyjadruje pocet "kol’kokrat sa musi permutacia (ako celok) aplikovat’, aby sa
prvky dostali do pdvodného poradia". Asi nie je tazké pochopit’, ze pri aplikovani permutacie
si kazdy cyklus na svojom vysostnom teritoriu posunie svoje prvky o jednu poziciu. VSetko sa
vrati spét’ vtedy, ked’ kazdy cyklus v rovnakej chvili dosiahne pévodny stav. Rad permutacie
preto musi byt’ najmensim spolo¢nym nasobkom radov cyklov, z ktorych je zostaveny.

Priklad 3

Je dana permutacia (1 2 3 4)(6 7) z prikladu 2. Zistite jej rad.

Riesenie:

Cykly maju rad 4 a 2, rad permutécie by teda mal byt NSN(4,2) = 4. Overime to:
1234567

2341576

3412567

4123576
1234567

PoONMPEO

Délezité! V téme permutacii je potrebné dosledne odliSovat’ rozne skutocnosti (zapisané
podobnym spdsobom):

— primérny predpis permutacie pisany v dvoch riadkoch

—uc¢inok permutécie aplikovany na ¢isla 1 2 ... n: po prvej aplikécii je to druhy riadok
z dvojriadkového zapisu, po d’alSich aplikaciach uz nie

— predpis permutacie zapisany cez disjunktné cykly (piSe sa do zatvoriek)

Pdrnost’ cyklu
Transpoziciou nazveme prehodenie dvoch prvkov. Napr. cykly (6 7) alebo (3 5) st

transpozicie. DlhSie cykly sa daju poskladat’ z viacerych transpozicii.

Utinok cyklu (1 2 3 4) je
1234
2341
a vieme ho dosiahnut’ aj pomocou 3 transpozicii takto:

1234—-52134—-52314—-52341

Jednoduchym zovseobecnenim uvedeného prikladu je pravidlo, ze cyklus dizky n pozostava
z (n-1) transpozicii. Parnost/neparnost’ cyklu zodpoveda parnosti/neparnosti ¢isla (n-1).

Ak permutécia pozostava z k cyklov dizky nl, n2, ... nk, tak kazdy cyklus prispeje svojim
poctom transpozicii — (n1-1)+(n2-1)+...+(nk-1). Parnost/neparnost’ tohto stcétu je zaroven
parnost/neparnost’ permutacie ako celku.



Priklad 4
Urcte rad a parnost’ permutacii:

a) (134)(25)(67890)
b) (134)(25)(6789)
Riesenie:

a) Réd je NSN(3,2,5) = 3*2*5=30
Péarnost’: 2+1+4 = 7 — neparna

b) Rad je NSN(3,2,4) =12
Péarnost’: 2+1+3 = 6 — parna

Neutrdlna a inverznd permutdcia

Neutralna permutacia (prvok e) sa oznacuje | alebo Id (identita). Je to permutacia, ktora necha
vSetko namieste (tj. pride, ni¢ nespravi a to vykaze ako svoju ¢innost). Pozostava iba

z trivialnych cyklov, ktoré "sa nepisu". TakZe neostava iné, ako ju zapisat’ znackami I, 1d, e.

Ak mame permutaciu p radu n, podl'a definicie radu plati p"=Id, kde p" = p°p°...°p
(p aplikovana n-krét). Inverzmym prvkom ku p teda musi byt p™L.

Priklad 5

N4jdime inverzni permutaciuku  p= 1234
2413

Riesenie:

Co spdsobi p:  prvok na pozicii 2 sa posunie na poziciu 1
prvok na pozicii 4 sa posunie na poziciu 2
prvok na pozicii 1 sa posunie na poziciu 3
prvok na pozicii 3 sa posunie na poziciu 4

Inverzna p musi sposobit’ opak, to znamena Ze

prvok na pozicii 1 sa vrati na poziciu 2
prvok na pozicii 2 sa vrati na poziciu 4
prvok na pozicii 3 sa vrati na poziciu 1
prvok na pozicii 4 sa vrati na poziciu 3

pl= 1234
3142

Technicky vzaté (aby sme to vyjadrili struénejsie) — udialo sa to, Ze v zapise p sme prehodili
oba riadky a potom sme stlpce usporiadali podl'a vrchnej hodnoty:

Vychodisko: Prehodit’ riadky: Usporiadat”:
1234 2413 1234
2413 1234 3142

Zapi$eme teraz permutacie p a p* v tvare disjunkntnych cyklov.
p=(1243) pl=(1342)

Samozrejme, zapis p* je mozny aj takto p=(3 4 2 1) a uz vidime, Ze je to "odzadu" precitany
zapis p. Nie je to ndhoda, tak to funguje vzdy.



Skladanie permutdcii

Na dany rad prvkov mozno aplikovat niekol’ko permutacii (preusporiadani) po sebe.
Vysledok je opét’ permutécia.

Sposob ako skladat’ permutacie, je opisany v samostatnom dokumente —
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/AlgebraickeStruktury?action=AttachFile&do=get&target=alg.pdf
K porozumeniu d’alSich prikladov je potrebné algoritmus skladania pochopit’ a dostat’ "do krvi".

Grupy permutdcii

Vsetky mozné permutécie retazca 1 2 3 ... n (ich pocet je n!) spolu s operaciou skladania
tvoria grupu (Sn,°), struéne S alebo Sn.

Vsetky parne permutacie tvoria takisto grupu (podgrupu Sp), oznacuje sa An. (Odkial’ vieme,
ze An je grupa? )

Priklad 6
Napiste Cayleyho tabul’ku grupy Sa.

Riesenie:

° | (12)
1 (12
(12) | (12) | 1

Ak by sme premenovali prvky na 0 a 1, tato ista tabulka bude vyzerat’ nasledovne:

+|0 1
0
111]0

Nie je to ni€ iné, ako grupa (Z2,1), preto sme mohli aj premenovat’ operaciu ° na +. Z hl'adiska
algebry ide o th istu Struktaru — ako pomenujeme prvky alebo €o reprezentuju, nie je
podstatné.


http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/AlgebraickeStruktury?action=AttachFile&do=get&target=alg.pdf

Priklad 7
Overte, ze S3 je grupa. Napiste jej Cayleyho tabul’ku.

RieSenie:
Prvky
Nadejnu grupu Ss tvoria vSetky permutécie 3 prvkov, napr. 1,2,3. Vieme, ze ich pocet je 3!=06.

Za¢neme tym, ze si ich vypiSeme — v tradi¢nom tvare aj cez disjunktné cykly.
Systém vypisovania: ziadna zmena (a), prehodenie dvoch prvkov (b,c,d), preusporiadanie
vsetkych troch prvkov (e,f).

a) 123
123
Cez disj. cykly: (1)(2)(3) =1
b) 123
132
Cez disj. cykly (23)
c) 123
213
Cez disj. cykly (12)
d) 123
321
Cez disj. cykly (13)
e) 123
231
Cez disj. cykly (123)
f) 123
312

Cez disj. cykly (132) alebo aj (321)

Nasli sme 6 moZnosti a vieme, Ze ich ma byt’ 6, takze je to v poriadku.

Vlastnosti

Operacia: ak urobite dvakrat po sebe nejaké permutacie prvkov 1,2,3, dostanete opat’
nejakd permutaciu 1,2,3. Stale je to to tom, Ze budete mat’ prvky 1,2,3
v nejakom poradi.

Asociativnost’: priamy dokaz by bol zlozity, odvoldme sa preto na nieo, o pozname.
Kazda permutacia sa da vyjadrit’ maticou — vzdy sa da najst matica
(jednotkova matica s poprehadzovanymi stipcami), ktorou ked’ vynasobime
(1 2 3) sprava, dostaneme pozadované zmenené poradie. Priklad:

(123)[010;
100;
001] =(213)

Skladanie n permutécii je vlastne vynasobenie vektora (1 2 3) postupne n
maticami. A vieme z LA, Ze sucin matic je asociativny.



Neutrdlny prvok: Neutralny prvok je I, teda permutacia, ktord nezmeni poradie.
Ak aplikujete permutéciu p a potom I, tak ste aplikovali p a hotovo.
Ak aplikujete I (teda nespravite ni¢) a potom p, tak ste urobili p.
Inverzny prvok: v pripade Sz vieme vybavit’ tito polozku vypisanim inverznych
prvkov ku kazdej permutacii:

[ —

12) < (12)
13) o (13)
(23) < (23)
(123) < (132)
(132) < (123)

Potrebné vlastnosti st overené, je to teda grupa. Uvidime vSak, Ze nie je komutativna.

Tabulka
Vypiseme Cayleyho tabul’ku, ¢o je tabulka vysledkov skladania "kazdej s kazdou".
V riadkoch je l'avé permutécia, v stlpcoch prava.

Zacnime najprv tym, ¢o vieme napisat’ bez pocitania

I°p=p ., p°I=p

popt= |
o | (12) | (13) | (23) | (123) | (321)
I [ (12) | (13) | (23) | (123) | (321)
(12) | (12) |1
(13) | (13) [
(23) | (23) [

(123) | (123) |

(321) | (321) |

Ostatné musime dopocitat’. Algoritmus pozndme.
Druhy stipec — pod (12):

(13)(12) =  (123)

(23)(12) =  (132)

(123)(12) = (13)

(321)(12) = (23)

Id (12) [ @3) [(23) [ (123) [(321)
id [1d | (12) | (13)](23)](123) ] (320)
(12) [(12) |id
(13) | (13) |(123) | 1d
23) | (23) | (132) Id
(123) | (123) | (13) Id
(321) | (321) | (23) Id




Treti stipec — pod (13):

12)(13) = (132)

(23)(13) = (123)

(123)(13) = (23)

(321)(13) = (12)
° Id (12) (13) (23) | (123) | (321)
id[1d | (12) | (13) | (23) | (123) | (320)
(12) | (12) |Id (132)
(13) | (13) |(123) | Id
(23) | (23) |(132) | (123) | Id
(123) | (123) | (13) | (23) Id
(221) [ (321) | (23) | (12) Id
Stvrty stipec — pod (23):

(12)(23)=  (123)

13)(23) = (132)

(123)(23)=  (12)

(321)(23) = (13)
° Id (12) (13) (23) (123) | (321)
d[1d | (12) | (13) | (23) | (123) ] (321)
) [(12) |1d | (132) ] (123)
13 | (13) |(123) [1d | (132)
(23) | (23) |(132) | (123) | Id
(123) | (123) | (13) | (23) | (12) Id
(320) | (321) | (23) | (12) | (13) |1d
Piaty stipec — pod (123):

(12)(123) = (23)

(13)(123) = (12)

(23)(123) = (13)

(123)(123) = (132)
© Id (12) (13) (23) (123) | (321)
d [1d | (12) | (13) | (23) | (123) | (32)
) | (12) [1d | (132) ] (123) | (23)
3 | (13) | @23)1d | (132) | (12)
23) |(23) |(132) [ (23)|1d | (13)
(123) | (123) | (13) | (23) | (12) | (32D) | 1d
(21) | (321) | (23) | (12) | (13) |1d




Siesty stipec — pod (321): ’
Netreba pocitat’, staci v riadku doplnit’ chybajici prvok (vieme, Ze v riadku ani stlpci sa
nesmu opakovat’ rovnaké prvky, lebo je to grupa)

° Id 12) [ @3) (@3 |@23) | @2

id [1d | (12) | (13) | (23) | (123) | (321)

(12) | (12) |1d | (132) ] (123) | (23) | (13)

(13) | (13) | (123)[1d | (132) | (12) | (23)

23) |(23) | (132) | (123) | 1d | (13) | (12)

(123) | (123) | (13) | (23) | (12) | (321) ] Id

(321) | (321) [ (23) | (12) | (13) [1d | (123)

Podgrupy

vy

vrdtime sa eSte k nemu o par tyzdiov.

Podgrupy su {L, (12)}, {I, (13)}, {1, (23)}, {I, (123), (321)} — vyberme prislusné riadky a
stlpce a vidime, Ze ide o podmnoziny uzavreté¢ vzh'adom na operaciu:

o T1d |12

id | 1d | (12)

(12) [ (12) [ 1d

o [1d [ (13)

id | 1d | (13)

(13) | (13) [ Id

o [1d | (23)

id |1d | (23)

23) [ (23) [1d

° Id (123) | (321)

id|1d | (123) ] (321)

(123) | (123) | (321) | Id

(321) | (321) [1d | (123)

Posledna z podgrip — to st parne permutacie 3 prvkov — Az = {l, (123), (321)}



Priklad 8

Je dany pravidelny Stvorsten s vrcholmi 1,2,3,4. Najdite grupu vSetkych jeho rotécii.
(Rotaciou sa rozumie to, ze polozime $tvorsten na papier, obkreslime jeho podstavu, potom ho nejak
pootadcame a opét’ polozime (rovnakou alebo inou stenou) do nakreslenych obrysov podstavy. Pri
rotacii nie su dovolené zrkadlové preklopenia).

Riesenie:

Najprv si ozrejmime, kol'ko rotacii Stvorstena existuje. Treba si pritom uvedomit’, ze ak
napr.rozhodnem, kde budu vrcholy 1,2, tak pozicia vrcholov 3,4 uz je uréend. Staci sa teda
pytat’, kol’kymi sposobmi vieme umiestnit’ vrcholy 1,2 na 4 mozné pozicie. Odpoved’ je

(4 nad 2) = 12. Hl'adame teda 12-prvkovu mnozinu.

Treba teda pozorne vymenovat’ v§etky mozné rotacie.

a) Jednoduché rotacie okolo vrchola — jeden vybrany vrchol "stoji" a ostatné 3 sa pretocia
doprava alebo dol'ava:

(123), (132), (134), (143), (124), (142), (234), (243)

b) Otocenia 0 uhol T okolo priamky pretinajiicej stredy protil'ahlych stran (3 moznosti
oznacené /, //, ///):

(12)(34), (13)(24), (14)(23)

c) Mame 11 rotacii, spolu s identitou je to 12. Dalej hl'adat’ netreba, mame vsetky.

Vypisané rotdcie su nejaké permutacie prvkov 1234. Vieme, Ze S4 ma 4!=24 prvkov, rotacie
Stvorstena teda predstavujt polovicu z nich. Ak sa lepSie na to pozrieme, vidime, Ze ide o
parne permutacie — a tie tvoria grupu (toto tvrdenie si overte) oznacovani Ag.



Priklad 9
Aky najvyssi rad moze mat’ permutacia z grupy Sio, S12?

Riesenie:
Pri hl'adani odpovede si postupne uvedieme aj niektoré uzitocné pravidla.
Pri permutdcii retazca n prvkov volime cykly, ktorych dizky v siicte davajii najviac n.
Pre Sio: 1 cyklus — max. dizka 10, teda rad 10.
2 cykly — 8/2 (rad 8), 7/3 (rad 21), 7/2 (rad 14), 6/4 (rad 12), 6/3 (rad 6)

5/5 (rad 5), 5/4 (rad 20), 5/3 (rad 15), 5/2 (rad 10), ...
3 cykly — 6/2/2 (rad 6), 5/3/2 (rad 30), 5/2/2 (rad 10), ...

Vit'azom je kombinacia 5/3/2, ¢o mdze byt’ napr. permutacia (1 2 3 4 5)(6 7 8)(9 10) .
V moznostiach, kde dizky cyklov boli sidelitelné, sme strdcali. Je vzdy lepsie volit nesiidelitelné dizky,
hoci aj so suctom mensim ako n (napr. 5/5 bolo slabsie ako 5/4). Ale v ramci moznosti by sucet mal

byt ¢o najblizsie k n.

Pre Si2: 1 cyklus — max. dizka 12, teda rad 12.
2 cykly —9/2 (18), 8/3 (24), 7/5 (35)

Cim st si dlzky cyklov blizsie (pri rovnakom siicte), tym vyssi rad permutdcie dostaneme.
3 cykly — 7/3/2 (42), 5/4/3 (60)

Vitazom je kombinacia 5/4/3 s raddom 60, co mdze byt napr. (1234 5)(6789)(1011 12).



Neriesené priklady

1. St dané permutacie
p = (14)(235)(78)
q = (234)(67)
r = (135)(24)(68)

a) Zistite ich rad a paritu.
b) Najdite k danym permutaciam ich inverzné protipoly.
¢) Zjednoduste na disjunktné cykly: pqr, prq, rqp, rpq, qpr, qrp

2. Je dana p = (167)(3524) . Vypotitajte p*?, p'?, p'2 .

3. Aky najvyssi rad moze mat’ permutacia z grupy Sis, Si9, S24 ?

4. Najdite grupu vsetkych symetrii rovnostranného trojuholnika (zobrazeni do seba samého) a
skimajte jej vztah k S3.

5. Vypiste vsetky prvky Sa.

6. Overte, Ze Asje grupa. (Mozete si pomoct’ tym, ze ide napr. o rotacie $tvorstena.)



