Binarne operacie

Prehlad pojmov

n-arnou operaciou na mnozine M sa nazyva zobrazenie f: M" —M, teda "predpis", ktory dodanej n-tici
prvkov z M jednoznacnym sposobom priradi vysledok z M. To posledné je kl'aicové — vysledok musi
padnut’ spat’ do M.
Pocas tohto semestra sa budeme osobitne zaoberat’ binarnymi operaciami f: M2 —M, pri¢om
[e]

predpis f budeme jednoduchsie zapisovat’ pomocou znaciek +, *, °, =, a pod. TakZe miesto f(x,y)=z
napiseme napr. x°y=z.

Pri skimani operacii budeme sledovat’ niekol’ko vlastnosti:
— Ci predpis naozaj je operdciou (vysledok sa vracia do M)
— komutativnost’: pre vSetky X,y € M plati: x°y =y°x // nezélezi na poradi operandov

— asociativnost’. pre vsetky X,y,zZ € M plati: (x°y)°z = X°(y°z)
// nezélezi na poradi vykonania oboch operacii

— neutrdlny prvok : ¢i existuje prvok e € M taky, ze pre vSetky X € M plati x°e=e°x=x .
Ak operacia nie je komutativna, m6Ze sa stat’, Ze najdeme iba
lavy neutrdlny prvok, pre ktory plati e °x=x (VxeM) alebo len
pravy neutralny prvok, pre ktory plati x°ep=Xx (VxeM).
Ak najdete e, aj ep, tak sa musia rovnat’ a vy ste nasli plnohodnotny e (pre¢o?).

— existencia inverznych prvkov : sledujeme, ¢i VxeM 3 x1eM : x°x-1= x-1°x=e

a) Hovorit’ o inverznych prvkoch ma zmysel iba vtedy, ak mame neutralny e.
Ak mame iba e, ep, mdze v niektorych situaciach mat’ zmysel hl'adat’
(nie plnohodnotné) inverzné prvky, to sa posudzuje individualne a vel'mi
opatrne. Od nasledujuceho cvicenia vSak tito moznost’ nechavame bokom.

b) Kym neutralny prvok musi byt’ jeden univerzalne platny pre celti M, tak inverzny
prvok hl'addme kazdému x osobitne. Hoci sme inverzny prvok definovali
pomocou bindrnej operacie, d4 sa hovorit’ tieZ o unarnej operacii " ", ktora
kazdému x priradi inverzného kolegu.

¢) Ak inverzné prvky nevieme najst’ pre vSetky x, moZze to byt’ zaujimavé,
ale nie je to v plnom zmysle slova vlastnost’ existencie inverznych prvkov.
V takejto situaci moze pomdct’ z(zit’ definiény obor.

d) Ak dokazeme splnit’ iba jednu z dvoch rovnosti, hovorime o
I'avom inverznom prvku, pre ktory plati x* °x =e alebo o
pravom inverznom prvku, pre ktory plati x°xp=¢ .

) Ak najdete x'i aj x'p a operacia je asociativna, tak ste nasli x* (X =x"7p). Preco?

f) Obvykle v algebre inverzny prvok zna¢ime x*. Netreba si to mylit’ s prevratenou
hodnotou 1/x z analyzy!

— absorpény prvok : ¢i existuje prvok o € M taky, ze pre vSetky X € M plati x°0=0°x=0 .
Ak operacia nie je komutativna, moze sa stat’, Ze ndjdeme iba
lavy absorpcny prvok, pre ktory plati 0.°x = o  (VxeM) alebo len
pravy absorpcny prvok, pre ktory plati x°op = 0p (VXEM).
Ak najdete oL aj 0p, tak sa musia rovnat’ a vy ste nasli plnohodnotny o (preco?).



Riesené priklady

Priklad 1:
Na ilustraciu pojmov najprv preskimajme zakladné aritmetické operacie.

+naN:
operacia to je (sucet dvoch prirodzenych Cisel je prirodzené ¢islo)
komutativna v , asociativna v/ (u¢ivo ZS)
neutralny prvok e=0, ale 0 nie je prirodzené ¢islo. Koniec? Nie, zmenime def. obor:

+nazZ,Q,R:
operacia, komutativna, asociativna v/
neutralny prvok e=0
inverzné prvky: x* = -x
absorpény prvok neexistuje

- na N:
nie je operacia, napr. 3-8 nie jez N
-naZqQR:
operacia v/
komutativna ani asociativna nie je  (ugivo ZS)
neutralny prvok l'avy musi spinat eL-X=X —nendjdeme

pravy musi spifiat  X- ep =X vyhovuje ep =0
inverzné prvky — obmedzene!
x1L-x=0 > x?1=x
x-x1%=0 = xlp=x = x1=x
Pre kazdé x vieme ndjst’ inverzny prvok, ale vysledok oslabuje to, Ze médme len ep.
Absorpény prvok neexistuje.

* (nasobenie) NA N, Z:
operacia v , komutativna v, asociativna v/ (ucivo ZS)
neutralny prvok e=1
inverzné prvky (x'=1/x) na danych mnozinich nensjdeme.

* (nasobenie) NA Q, R:
inverzné prvky x1=1/x /l's obmedzenim na Q\(0}, R\{0} (preco?)
absorp¢ny prvok o=0 // bez obmedzeni o riadok vysSie

 (delenie) Na Q\{03, R\{o3 je v mnohom podobné ako pri operacii -
operacia (s prvkom 0 by to neslo),
komutativna ani asociativna nie je
neutralny prvok lavy musi spifiat’ e X =X —nenajdeme
pravy musi spiiat X :ep =X vyhovuje ep = 1
inverzné prvky — obmedzene!
xtx=1 = x?t=x
x:x=1 = xlp=x = x1=x
Pre kazdé x vieme n4jst’ inverzny prvok, ale vysledok oslabuje to, Ze méame iba ep.
Absorpény prvok:  oL: X =o0L = 0.=0 ? // opatrne s oslavou, 0 sme vyhodili pre¢
X :0p=0p - nenajdeme



Priklad 2:
Je dana operacia x°y = x\(y-1) na M c R. N3jdite vhodni mnozinu M tak, aby dana operacia
bola operaciou na M a aby sa dalo potvrdit’ ¢o najviac skimanych vlastnosti.

Aby sme sa vyhli nedorozumeniu pri inverznych prvkoch, umocnenie znacime "

Ak chceme dostat’ vysledok z R, je potrebné sa vyhnit’ umociiovaniu zapornych ¢isel na
nie_celé ¢isla. Tiez by bolo uzitoéné nemusiet’ riesit’ 0°. Preto vezmeme predbezne M = R,

operacia v/
komutativna nie je (najdite vhodny protipriklad)
asociativna nie je (najdite vhodny protipriklad)
neutralny prvok lavy musi spifiat’ eL(x-1) =x —nenajdeme
pravy musi spiiat  x"(ep-1) =X  vyhovuje ep = 2
inverzné prvky — obmedzene!
XA (x-1) =2 - pre Xx=1 nenajdeme
xMxtp-1) =2 - pre x=1 nendjdeme
absorpény prvok Tavy musi spinat oMx-1)=oL —oL=1
pravy musi spiiat  x"(0op-1) =0p vyhovujeop=1 = o0=1

Neuspeli sme pri inverznych prvkoch. Pomohlo by zvolit' M = (1,00) ? Pritom ale
mame na paméti, Ze existencia iba pravého neutralneho prvku limituje kvalitu vysledku.
Dostali by sme X =27 (1/(x-1))
(x'p-1) =log«(2)

Priklad 3:
Preskimajte operaciu x°y = x+y-5 na Z.

operacia v/, komutativna v/
asociativna je, ale treba si to "ohmatat™:

(x+y-5)+z-5 = x+(y+z-5)-5 V

neutralny prvok: X+e-5=x = e=5
inverzné prvky: x+x1-5=5 = x1=10-x
Priklad 4:

Preskuiimajte operaciu x°y = x*y/5 na R*.

operacia v/, komutativna v/
asociativna:

(x*y/5)*z/5 = x*(y*z/5)/5 v
neutralny prvok: x*e/5=x = e=5
inverzné prvky: x*x°1/5=5 = x1=25/x



Priklad 5:
Preskumajte operaciu x°y = x+y+1 /mod 4 Na (Z 4,%) = ({0,1,2,3}, +/mod 4).

Pozndmka: V zéapise (Zn,+) sa automaticky predpokladd mod n pri operécii +.

operacia v, komutativna v/
asociativna:
((X+y+1) /mod 4 +Z+l) /mod 4 = (X+(y+Z+1) /mod 4 +1) /mod 4 = (X+y+Z+2) /mod 4
— je jedno, ¢i mod 4 aplikujeme na viackrat alebo iba raz sihrnne na konci
neutralny prvok:
X+e+l jmoda=X = e+l /mega=0 =e=3
inverzné prvky:
ma platit’ X+X1 +1 jmoga=3
budeme hl'adat’ x* v tvare k*x+m
X+KX+M+1/ mod 4 =3
(K+1)x+m+1/ mod 4 =3
Vidime, ze ak zvolime k=3 a m=2, dostaneme to, ¢o potrebujeme:
4X+2+1 jmod4 = 3
TakZe mame x ! = 3*X+2 /mod 4, 0 konkrétne znamen4, Ze
01=2,11=1,2%=0,31=3

Napiseme si Cayley-ho tabul’ku:
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Vsimnime si, ako sa prejavuju jednotlivé vlastnosti operacie na udajoch v tabulke,
alebo naopak, ako podla tabul’ky mozno spoznat’/konkretizovat’ niektoré z vlastnosti.

operacia < v tabul’ke nie st hodnoty mimo danej mnoZiny
komutativnost’ & symetria podl'a hlavnej diagonaly
asociativnost’ & to je trochu komplikovanejsie...
neutralny prvok & Tavy: v jeho riadku sa "zopakuje” vektor vstupnych hodnot
pravy: v jeho stlpci sa "zopakuje"” vektor vstupnych hodnot
inverzné prvky: tu plati x°x™*= 3, takZe sa pozrieme, kde je v tabul’ke vysledok 3.

Cisla x, y, ktoré "daju" spolu 3, st si navzajom inverzné.
V tomto priklade, uz pouceni, sme mohli teda hl'adat’ inverzné prvky
z tabul’ky (bez tych tivah o k, m)



Priklad 6:
Preskumajte operaciu danu tabul’kou:
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komutativna — nie je (nesymetricka tabul’ka).
asociativna — ? posudime neskor
neutralny prvok — e=2

inverzné prvky: hladam v tabulke vysledky 2 a dvojice, ktoré ich sposobili
x| x| x?p
0,3 (0]0,1
0 1(-
2 2|2
— 3|0

Vidime, ze 3 nema l'avy inverzny a 1 nema pravy inverzny prvok. Nie je to teda
plnohodnotna vlastnost’ existencie inv. prvkov.

Vidime, ze 0 ma dva l'avé a dva pravé inverzné prvky. Operacia teda nemdze byt’ a ani
nie je asociativna.

Priklad 7:

Je dané univerzum X a mnoZina vsetkych jeho podmnoZin 2%. Overte vlastnosti operacii
zjednotenia U a prieniku N na 2%

zjednotenie U
operacia, komutativna, asociativna (dokaz obrazkom —Vennove diagramy) v/
neutralny prvok — ma platit AUE=A, takze E= 0
inverzné prvky — ma platit AUA™=@, ¢o sa nepodari.

prienik N
operacia, komutativna, asociativna (dokaz obrazkom —\Vennove diagramy) v/
neutralny prvok — ma platit ANE=A, takze E =X
inverzné prvky — ma platit ANA™=X, ¢o sa nepodari.



Priklad 8:
Je dané univerzum X a mnoZina v$etkych jeho podmnozin 2%. Overte vlastnosti operacie
symetrickad diferencia A na 2%,

AAB = (AUB)-(ANB)

(Obrazky st z wikipédie https://sk.wikipedia.org/wiki/Symetrick% C3%A1_diferencia )

operacia, komutativna v/
asociativna (dokaz obrazkom —Vennove diagramy) v/

neutralny prvok — ma platit AAE=A, takze E=0
inverzné prvky — ma platit AUA™=@, preto A1=A.


https://sk.wikipedia.org/wiki/Symetrick%C3%A1_diferencia




Neriesené priklady

1. V nasledujucich prikladoch overte, ¢i ide o binarnu operéciu a preskumajte jej vlastnosti.
a) X °y =max (X,y), na mnozine R

b) X ° y = max (x,y), na mnozine [0, o)

C)x°y=X, na mnozine R
d) x °y=2x, na mnozine R
e) X °y =x+2y, na mnozine R
f) x ° y =2x+2y, na mnozine R

g) X °y=2x+2y+2, namnozine R

2. V nasledujucich prikladoch overte, ¢i ide o binarnu operaciu a preskimajte jej vlastnosti.
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3. Overte, Ze zadany predpis je bindrnou operaciou. Preskimajte jej vlastnosti. Upravte
definiény obor (konkretizujte "{?}" ) tak, aby pre kazdé x existoval inverzny prvok.

a)x °y=xy + X +Yy, namnozine R \ {?}
b) X °y=xy+2(x+y) +2, namnozine R \{?}
¢)x °y=xy+0.1*(x+y) —0.09, namnozine R \ {?}

4.* Overte, ze zadany predpis je bindrnou operaciou.
x°y=xy+k(x+y)+m, namnozine R \{?}

Je komutativna? Pre aké k, m je operdcia asociativna? Aky ma neutralny prvok? Upravte
definiény obor (konkretizujte "{?}" ) tak, aby pre kazdé x existoval inverzny prvok.



5. Napiste Cayleyho tabul’ku operacie * (nasobenie) na mnozine {1, -1, i, -i}, kde i je
imaginarna jednotka . Preskimajte vlastnosti tejto operacie.

6. Kol'’ko rozliénych binarnych operacii existuje na mnozine {0, 1, 2, 3, ..., n} ?

7.* Vypiste (cez Cayleyho tabul’ky) vSetky mozné binarne operacie na mnozine {0, 1} a
overte ich vlastnosti. (pomdcka — na zaklade pr. 6 najprv uréte, kol'ko ich bude)

8. Overte vlastnosti operacii + (s¢itanie) , * (sucin) , .* (sucin po zlozkach) na mnozine
regularnych maticn x n .



