Mohutnost (kardinalita) mnoziny

Zdkladné pojmy a suvislosti

Téma cvicenia je iba zakladny rychlokurz na intuitivnej arovni. Treba mat’ na pamiéti, Ze viaceré veci
st v skuto¢nosti trochu komplikovanejsie a pri snahe o ich pochopenie sa neda vyhnut vitaniu sa
v zakladnych axiomach matematiky.

Mohutnost’ (kardinalita)
1. Ak je mnozina kone¢n4, jej mohutnost’ je nezaporné Cislo, a to pocet prvkov mnoziny.
2. Ked’ je mnoZina nekonecnd, moznosti je viac. TotiZ nie je nekonecno ako nekonecno — st

rozne "levely" a posudenie, o aké vel'ké nekonec¢no ide, nie je mozné na zaklade spocitania
prvkov (ze by to trvalo prili§ dlho, je eSte ten mensi problém).

Porovnavanie mohutnosti
Dve kone¢né mnoziny maju rovnakd mohutnost’ vtedy, ked’ maji rovnaky pocet prvkov.

Zistit', ¢i maju dve nekone¢né mnoziny, napr. A a B, rovnaki mohutnost’, sa da na zéklade
najdenia bijekcie. Ak existuje bijekcia medzi A a B, teda vieme prvky A pekne bez vynimky
sparovat’ s prvkami B, tak obe mnoZiny maji rovnakt mohutnost’.

Kulturna vsuvka:

Piiklad ovéika (text z wikipedie)

Predstavme si ovcaka, ktery ma dvé stada ovei — bilych a cernych. Ovcak se rozhodne zjistit,
které ze stad je vétsi, ale ma velky probléem — neumi pocitat. Dlouho nad svym problémem
premysli, az ho napadne jednoduché reseni. Bere postupné ovce vzdy po jedné z kazdého stada
a privazuje je k sobe, vzdy cernou k bilé. Vi, Ze az s tim skonci, nezbude mu bud’ Zadna volna
bila ovce, ale nékolik cernych ano, nebo nezbude naopak zadna volna cerna, ale nékolik bilych
ano a konecné se miize stat, ze nezbude zadna bila ani cerna ovce. V prvaim pripadé ovcak vi,
ze bilych ovci je méné, ve druhém je cernych meéné a ve tretim pripade jsou vsechny ovce
svazany po dvojicich k sobe, a tedy jsou obé stada stejné pocetna.

Ovcdk nema k dispozici pojmy, které by oznacovaly jednotlivé pocty ovci (nezna cisla), stejné
jako clovek neobezndameny s teorii mnozin (nebo ten, ktery teorii mnozin teprve vytvari) nema
pojmy, které by oznacovaly jednotlivé pocty prvkii nekonecnych mnozin (nezna kardindlni ¢isla).
Presto vsak jsou oba schopni sva stada resp. mnozZiny porovnadvat z hlediska velikosti, nebot k
pouhému porovnani neni treba presné velikosti znat.




Potencéna mnoZina

Mnozina vSetkych podmnozin mnoziny X sa nazyva poten¢na mnozina, oznacujeme ju P(X)
alebo 2%, Druhé z uvedenych oznaceni symbolicky vyjadruje najjednoduchsi sposob, ako
generovat’ podmnoziny — vyrobit’ podmnozinu X znamena prejst’ postupne vsetky prvky X a o
kazdom rozhodnut’, ¢i ho do podmnoziny vyberieme alebo nie. Teda dve moznosti pre kazdy
z prvkov. Pocet tych moznosti je 2.

Cantorova veta
Pre kazdt mnozinu X plati, Ze mohutnost mnoziny 2% je vi&sia ako mohutnost’ mnoziny X.

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova v%C4%9Bta

Mohutnosti beZnych nekonecnych mnoZin

Mohutnost’ mnoziny vsetkych prirodzenych ¢isel (bez nuly) N oznacime X, (alef nula).
Mnoziny s rovnakou mohutnost'ou ako prirodzené ¢isla budeme nazyvat’ nekonecné
spocitatel’né.

Prakticky plati, Ze mnozina X je nekonec¢na spocitatel'na, ak vsetky jej prvky viem usporiadat’
a oCislovat’ prirodzenymi ¢islami (tj. bijekcia medzi X a N). Odtial’ je aj odvodeny nazov
"spocitatel'na".

MnoZina vetkych podmnoZin N ma mohutnost 2*, ktora je podl'a Cantorovej vety vicsia nez
Xo & je zaroven rovnaka ako mohutnost’ mnoziny realnych ¢isel (tzv. mohutnost’ kontinua,
znacena pismenom c). Struéne napisané, c= 2.

Nekonecné mnoziny s mohutnost'ou ¢ nazyvame nespocitatel’né.

Mnozina vietkych podmnozin mnoziny R (redlne ¢isla) ma mohutnost’ 2°, €o je viac ako c.

*

Najbliz$ia vicsia mohutnost’ nez Xp sa oznacuje &; . Hl'adanie odpovede na otdzku, ¢i ¢ = Xy ,
je detektivka s otvorenym koncom. Kto mé chut’, méze zacat’ tu:

https://cs.wikipedia.org/wiki/Hypot%C3%A9za kontinua
https://en.wikipedia.org/wiki/Continuum hypothesis



https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova_v%C4%9Bta
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph
https://cs.wikipedia.org/wiki/Hypot%C3%A9za_kontinua
https://en.wikipedia.org/wiki/Continuum_hypothesis

Riesené priklady

Vo vlastnom zaujme skuste hl'adat’ rieSenie prikladov najprv samostatne
(nepozerajte hned’ na riesenie).

1. Aka je mohutnost’ mnoziny Ny (prirodzené ¢isla s nulou)?

Riesenie:
Sparujeme prvky mnoziny Ng s modelovou mnozinou N takto:

Ng: 0 1 2 3 4 5 6

| | | | | | |
N1 2 3 4 5 6 7

Nasli sme bijekciu, teda mnozina Ny je spoéitatelna (presnejsie nekonecna spocitatelna, ale ak je ta
nekonecnost’ z kontextu zrejma, moézeme ju z nazvu vypustit’ bez rizika nedorozumenia).

Vyzera to ako podvod, v naSej mnozine je o prvok viac a toto parovanie musi na konci "vybuchnut™.
Iba Zzeby Ziadneho konca vidiet’ nebolo — a to je naSe $t’astie. Niet toho konca, kde by to vybuchlo.

2. Aka je mohutnost’ mnoziny vsetkych parnych prirodzenych ¢isel (ozna¢ime 2N)?

RieSenie:
Bijekciu nastavime takto:

2N 2 4 6 8 10 12 14

| | | |
N: 1 2 3 4 5 6 7

Mnozina 2N je teda spocitatelna. Cudovo povedané, parnych prirodzenych ¢isel je rovnako vela ako
vsetkych prirodzenych Cisel. Komu to znie ako rihanie, nech vydrzi, bude to este hustejsie.

3. Aké je mohutnost’ mnoziny Z vSetkych celych ¢isel?

Riesenie:
Bijekciu nastavime takto:

Z: 0 1 -1 2 -2 3 -3

| | | | | | |
N:1 2 3 4 5 6 7

Mnozina Z je tiez spocitatel'na. Celych ¢isel je rovnako vel'a ako prirodzenych ¢isel.



Kulturna vsuvka:

Hilbertitv hotel (text z wikipedie)

Nasledujici priklad uvadel svym studentiim David Hilbert, aby jim ukdzal, Ze bézna intuice miize
pri praci s aktualnim nekonecnem velmi klamat.

Predstavme si hotel s nekonecnym (spocetnym) poctem pokojii. Na vratnici tohoto hotelu prijde
clovek, ktery se chce ubytovat, vsechny pokoje vsak jsou jiz obsazené. Recepcni vsak hosta
neposle pryc¢. Zato si zavola pokojskou a nakaze ji, aby obesla vSechny pokoje a kazdého z hostu
pozadala, aby se prestehoval do pokoje s cislem o jedna vyssim, nez v jakéem dosud bydlel. Poté,
co hoste udélaji vse podle pokynii pokojské, jsou opét vsichni ubytovani, ale navic se uvolnil
pokoj s cislem 1, kam se nyni miize nastehovat nové prichozi. Dokud chodi na vratnici vzdy jen
konecné skupinky lidi, je vSe v poradku — pokojska vzdy pozZada hosty, aby se odstéhovali do
nové hosty. Jednoho dne vsak na vratnici tohoto hotelu prijde nekonecné (spocetné) mnoho lidi
najednou a vsichni se chtéji ubytovat. Vratny si se vzniklou situaci nevi rady, a tak zavola
mayjitele hotelu, aby tolika rozzurenym hostum vysvétlil, Ze pro né v hotelu jiz neni misto.
Hoteliér vsak dostane napad. Opét vysle pokojskou, aby obesla vsechny pokoje, ale tentokrat
md za ukol hostium vyridit, aby se prestehovali do pokoje s cislem dvojndsobnym oproti tomu, v
nemz bydleli dosud. Tim se uvolni vSechny pokoje s lichymi cisly a vSichni novi hosté se mohou
pohodinée nastehovat.

https://www.youtube.com/watch?v=faQBrAQ8714



https://www.youtube.com/watch?v=faQBrAQ87l4

4. Mnozina A je konecna s n prvkami, mnozina B je nekonec¢nad spocitate'na. Aka je
mohutnost mnoziny AUB ?

RieSenie:
Bijekciu nastavime takto:

AUB: ai as as as an || b, b, b;
N: 1 2 3 4 n n+l n+2 n+3

Mnozina AUB je spocitatelna.

5. Mnoziny A, B su nekone¢né spocitate'né. Akd je mohutnost’ mnoziny AUB ?

Riesenie:
Ak st mnoziny A, B spocitatelné, ich prvky sa daju ocislovat’ poradovymi ¢islami od 1 do nekonec¢na.
To sme vyuzili uz v predoslom priklade. Bijekciu nastavime takto (prvky z A, B na striedacku):

AUB: ai b, o b, ds b3 s b4 as b5
N: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vidime, ze skimané zjednotenie je spocitatelné.

6. Mnoziny Al, A2, ..., An st nekonecné spocitatel'né.
Aka je mohutnost mnoziny A=Al UA2UA3U ..UAn?

Riesenie:
Bijekciu nastavime podobne ako v predoslom priklade, len so $tedrej$im striedanim.
Prvky mnoziny Ak budeme znacit’ ak;.

A: al;, a2;...an; al, a2,...an; alz a2s;... ang
N: 1 2... n n+1 nt2 ... 2n 2n+1 2n+2...3n

Skumané zjednotenie je spocitatelné.

7. Mnoziny Al, A2, ..., ... st nekonecné spocitatel'né a je ich nekonecne spocitatel'ne vela.
Aké je mohutnost mnoziny A=Al UA2U A3 U ...?

RieSenie:
V zaujme prehladnosti budeme prvky mnozin oznacovat’ iba ich indexami, teda prvok st bude t-ty
prvok v poradi z s-tej mnoziny (As). Usporiadame prvky do 2D Struktary:

@ 12 13 14 15
21 22 23 24 25
31 32 33 34 35
41 42 43 44 45
51 52 53 54 55

Prvky tohto zjednotenia usporiadame a o€islujeme poradovymi ¢islami takto:

1 12 21 13 22 31 14 23 32 41
N: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10



8. Ak4 je mohutnost’ mnoziny racionalnych cisel Q?

Riesenie:
Najprv zistime mohutnost’ mnoziny kladnych racionalnych ¢isel Q* .
Ide o ¢isla, ktoré vieme vyjadrit’ ako zlomky celych ¢isel p/q.

Usporiadame tieto ¢isla do 2D $truktary podobne ako v predoslom priklade a nebudeme sa spociatku
pozastavovat’ nad tym, Ze niektoré hodnoty sa opakuju (1/3=2/6 = 3/9 ..). Bijekciu s mnozinou
prirodzenych ¢isel ur¢ime "po uhloprieckach" tak ako vysSie. Bude to spocitate'nd mnozina.

e 12 13 1us 15
2 202 23 24 25
31 32 33 34 35
41 42 43 44 A4S
51 52 5/3 5/4 5[5

Teraz vySkrtame vSetky zlomky, ktoré st nadbytoéné (1j. daju sa vykratit).

e 12 13 14 15

2/1 2/3 2/5
3/1 312 3/4 3/5
4/1 4/3 4/5

5/1 5/2 5/3 5/4

Cisel teda bude menej (spocitatelnost’ nepokazime smerom hore). Napriek $krtaniu tam ale ostava cely
prvy stlpec alebo riadok, takze sa ani pod nekoneénu spoéitatel'nost’ nedostaneme. Je to teda nie viac a
nie menej ako spocitatel'né, teda akurat spocitatel'né.

Ak je QT spotitatelné, s vyuzitim doterajsich poznatkov uz vieme, ze aj Q = Q* U {0} U Q- musi
byt spocitatelné.

Kulturna vsuvka:

https://www.youtube.com/watch?v=Uj3 Kgkl9Zo

https://www.youtube.com/watch?v=p1KkXA0vKsQ



https://www.youtube.com/watch?v=Uj3_KqkI9Zo
https://www.youtube.com/watch?v=p1KkXA0vKsQ

9. Nech A, B st nekonecné spocitate'né. Aka je mohutnost’ ich kartézskeho suc¢inu AxXB?

RieSenie:

Kartézsky sucin dvoch mnozin vieme vypisat’ v 2D tabul'ke ako v predoslych 2 prikladoch. Tak ako
V nich, aj tu poradové Cisla usporiadanym dvojiciam prvkov budeme pridel'ovat’ "po uhloprieckach".
Kartésky sucin A, B teda bude spocitatel'ny.

10. Nech A1, A2, ..., An su nekonecné spocitatel'né. Aka je mohutnost’ ich kartézskeho
sucinu A1 XA2XA3X ... XAn?

Riesenie:

Kartézsky sucin A1xA2 je spocitatel'ny, ozna¢ime ho B2.
Kartézsky sucin B2xXA3 je spocitatel'ny, oznac¢ime ho B3.
Kartézsky sucin B3xXA4 je spocitatel'ny, oznacime ho B4.

Kartézsky sucin B(n-1)xAn je spocitatel'ny a presne to sme cheeli vediet’.

Poznamka:

Ak je kartézsky sucin spocitatelnych (nie nutne nekone¢nych) mnozin ALXA2XA3X ... XAn
spocitatelny, daju sa jeho prvky zoradit’ a oCislovat’ prirodzenymi ¢islami. Nazvime jednu z moznych
bijekcii pismenom T, ,

To AIXAZ2XA3X ... xAn — N

Je nam jedno, aky predpis sa za T skryva, dolezité je, ze aspon jeden predpis T existuje.

10.* (len pre nadsencov) Akt mohutnost’ ma mnozina vSetkych algebraickych ¢isel?

RieSenie:
Algebraické cisla st vsetky korene polynomov konecného stupna s celo¢iselnymi koeficientami.

Nech x je v poradi k-tym korenom polynému p stupiia n s koeficientami ay, ..., a,, pricom p je
najmensi taky polynom, Ze x je jeho koren.
Hodnoty k, n, a,, ..., a, jednoznaéne definuji hodnotu x (opaéne to neplati, x mdze byt’ korefiom

roéznych polynomov).
Oznacime p= Tp:1(Qo, ..., an). Nasledne najdeme ¢islo Ts(k,n,p). Hotovo...

Ta(K,n, Tha(ao, ..., ay)) je potrebna bijekcia na "sparovanie s prirodzenymi ¢islami". Algebraickych
Cisel je teda spocitatel'ne nekoneéne vela.

Poznamka: Su aj iné spdsoby, ako ulohu riesit. Najdete na webe.



11. Je dany kartézsky sucin spocitatel'ne vel'a dvojprvkovych mnozin {0, 1}, tj.
{0, 1}x{0, 1}x{0, 1}x{0, 1}x...
Aka je jeho mohutnost’?

Riesenie:
Na rozdiel od predoslého prikladu, v kartézskom sucine mame nekonecne vel'a mnozin, ktoré su vSak
len dvojprvkové. Napriek tomu vysledok nebude spocitateI'ny. Doteraz nam vsetko vychadzalo, tak uz
musel prist’ moment, kedy sa to otoc¢i.

Prvky uvedeného kart. sucinu st nekonecné postupnosti nul a jednotiek. Predpokladajme
naivne, ze ich je spocitatel'ne vela, teda Ze sa daju nejak zoradit’ a ocislovat, a zorad'me ich pod seba:

x11 x12 x13 x14 x15 x16
x21 X22 X23 x24 x25 X26
x31 x32 X33 x34 x35 x36
x41 x42 x43 x44 x45 x46
x51 x52 x53 x54 x55 x56
x61 X62 X63 x64 X65 X66

o E

Znak xij reprezentuje nulu alebo jednotku (nekonkretizujeme).

Spocitatel'nost’ znamena, ze v tomto zozname sme schopni vypisat’ vSetky postupnosti 0 a 1.
Problém je v tom, Ze aspoi jedna taka postupnost’ tam nie je, a to je napr. tato:

x11'  x22' x33 x44' x55  x66'
(tj. z vyssie uvedeného zoznamu postupnosti vyberieme diagonalu a hodnoty znegujeme).

Nie je tam, lebo od k-tej postupnosti sa 1isi v k-tej hodnote, pre kazdé k. Dostavame spor a teda nas
naivny ivodny predpoklad sa ukazuje ako chybny. Kartézsky sii¢in zo zadania teda nie je
spocitatelny.

Poznamka:

Kazdu z postupnosti 0 a 1 mézeme zapisat’ ako 0 , x1x2x3x4.... (nula celd ¢isla postupnosti). V tejto
podobe uvedené prvky kartézskeho sac¢inu predstavuja vsetky realne Cisla v intervale [0,1] zapisané
v dvojkovej sustave. Fakticky sme teda ukazali, Ze realny interval [0,1] je nespocitatel'ny, ma
mohutnost’ C.

Zhrnutie: https://manybutfinite.com/post/counting-infinity/



https://manybutfinite.com/post/counting-infinity/

12.  Ngjdite bijekciu medzi redlnymi intervalmi (0,1) a (a,b).

RieSenie:

Interval (0,1) je nekone¢ny nespocitate'ny (mohutnost’ ¢), ako sme ukézali v predoslom priklade (tam
bol interval uzavrety, ale ¢o st to dva body proti nekoneénu?). Najdenim bijekcie v tomto aj d’alSich
prikladoch ukazeme, Ze skiimané intervaly maju takisto mohutnost’ c.

Bijekciu vieme vybavit’ jednoduchym linedrnym predpisom (zaspominajte si na MAT1):

£ (0,1) — (a,b), f(x) = a + (b-a)*x

13.  Ngjdite bijekciu medzi redlnymi intervalmi (c,d) a (a,b).

RieSenie:
Bijekciu vieme vybavit’ analogicky ako vyssie:

f: (c,d) — (a,b),f(x) = a + (b-a)/(d-c) * (x-c)

14.  Najdite bijekciu medzi realnymi intervalmi (c,d) a (a,).
RieSenie:
Bijekciu musime vybavit’ nelinearnym predpisom. Moznosti je viac, uvedieme jednu, ktora bude
zalozena na funkcii 1/x. Poskladame to z troch funkcii:
f1: (c,d) — (0,1), f1(x) = (x-c) / (d-c)
£2:(0,1) > (1,0),  f2(x) = 1/x
f3: (1,00) — (a,00), f3(x) = x-1+a
fx)  =1/((x-c)/ (d-c)) -1+a

= (d-c)/(x-C) -1 + a

15.  Najdite bijekciu medzi realnymi intervalmi (¢, o0) a (-00,00).

Riesenie:
Aj tuto bijekciu vybavime nelinearnym predpisom, uvedieme jednu z viacerych moznosti.

f(x) = In(x-c)

16.  Najdite bijekciu medzi redlnymi intervalmi (a,b) a (-00,00).

Riesenie:
Moznosti je viacero. Napr. zobrazit’ (a,b) na (-t/2,m/2) a potom tam poslat’ tangens.

f(x) =tg (m/(b-a) * (x-a) —m/2)



17.  Najdite bijekciu medzi redlnymi intervalmi (0,1] a (0,1).

Riesenie:
Je zrejmé, Ze obidva intervaly maju mohutnost’ c. Ide tu teda vylucne o precvicenie hl'adania bijekecii.

Nebyt toho bodu 1 "navyse" v prvom intervale, dalo by sa to vybavit’ identickym zobrazenim.

Z MAT1 pravdepodobne vieme, ze spojita bijektivna funkcia zobrazuje otvoreny interval na otvoreny
a polouzavrety na polouzavrety. Preto hned’ na zaciatok si treba ujasnit’, ze hl'adana bijekcia nebude
spojita a tzv. vetvickovému predpisu sa nevyhneme.

Funkcia f(x) = x bude samozrejme zaklad, lebo zobrazi vSetko pekne ako chceme, okrem bodu 1,
ktory tam je akosi navyse.

Ked'Ze bod 1 nie je kam zobrazit,, uréime direktivne, ze f(1) = 1/2. Problém je vyrieSeny, za cenu
nového prob}ému — kam zobrazit’ 1/2? VyrieSime to opit’ direktivne, bude f(1/2) = 1/4. A tak d’alej,
f(2" =f(2™).

Spravili sme dlh a miesto jeho splatenia ho budeme odsuvat’ d’alej az do nekonec¢na, lebo koniec, ktory
by si ziadal posledné zi¢tovanie, tu nie je.

Vysledok je nasledovny:
/ x/2 pre x=2",n=0, 1, 2, ...
f(x) =

\ X pre ostatné x



Neriesené priklady

1. Aka je mohutnost’ mnoziny vsetkych prvocisel?
2. Dokazte najdenim vhodnej bijekcie, ze mnozina vSetkych celych ¢isel delitelnych

trojkou je spocitatel'na.

3. Dokéazte, ze mnozina vSetkych celych ¢isel delitelnych trojkou alebo sedmickou je
spocitatel’na.

4. Dokazte, ze mnozina vetkych komplexnych ¢isel tvaru {p + qi ; p, q € Q} je
spocitatel’na.

5. Dokazte, e mnozina vietkych realnych ¢isel tvaru {pvV2 + qV3; p, q € Q} je
spocitatelna.

6. Dokazte, ze mnozina vSetkych polynémov kone¢ného stupiia s racionalnymi
koeficientami je spocitatelna.

7. N4jdite bijekciu medzi intervalmi:
a) (0,1) a(7,8)
b) (0,1) a (0,7)
c) (2,5)a(7,11)
d) (-3,1) a (2,8)
e) (1,5) a(-5,2)
f) (-7,-3)a(-2,7)

8. N4jdite bijekciu medzi intervalmi:
a) (0,1) a (0,0)
b) (-3,7) a (-2,00)
C) ('91'5) a (3100)

9. N4jdite bijekciu medzi intervalmi:
a) (O, OO) a ('5100)
b) (-00,7) a (-2,%0)
C) ('9100) a ('00'11)

10.  Najdite bijekciu medzi intervalmi:
a) (111 OO) a (-O0,00)
b) (-00,7) & (-c0,0)
C) ('9100) a (-O0,00)
d) (2,5) a (-00,00)
e) ('915) a ('00100)

11.* Ngjdite bijekciu medzi intervalmi:
a) (0,1], [0,1]
b) (0,1), [0,1]
¢) (0,1], (1,00)
d) [01 OO), (-O0,00)



