Algebraické Struktiary s jednou operaciou

Pojmy
Hierarchia (kategorie) algebraickych struktir (M, =) :
o je operacia — grupoid
+ asociativna — pologrupa
+ neutr. prvok (obojstranny) — monoid
+inv. prvky — grupa

+ komutativna — komutativna/abelovska grupa

Riesené priklady |

Priklad 1

Na mnozine M={1,2,3} je dana operacia x=y=x. Kategorizujte (M, =).

RieSenie:

Tato operacia sa uz vyskytla v nerieSenych prikladoch z predoslého cvicenia. Zhrnieme:
operacia v/ asociativna v/ // nie je komutativna

neutr. prvok je iba pravy, to na monoid nesta¢i = pologrupa

Priklad 2
Na M=(R\(03)? je dana operacia [a,b]=[c,d]=[-ac,bd]. Kategorizujte (M, =).

Riesenie:
operacia v/
asociativna v lebo:  ([a,b]°[c,d])?[g,h] = [-ac,bd]=[g,h] = [acg,bdh]
[a,b]=([c.d]>[g,h]) = [a,b]°[-cg,dh] = [acg,bdh]

komutativna v/ [a,b]°[c,d] = [-ac,bd] = [-ca,db] = [c,d]=[a,b]
neutr. prvok v/ [a,b]e[e,f] =[a,b], tj. [-ae,bf] =[ab] = [e,f] =[-1,1]
inv. prvky v zapiSeme [a,b]? po zlozkach ako [a’,b’], potom musi platit:

[a,b]=[a",b"] =[-1,1], tj. [-aa’, bb'] =[-1,1], odkial’ dostaneme
[a,b]*=1[a’,b’]=[1/a,1/b]
= grupa



Priklad 3
Na mnozine matic 2x2 (zapis ako v Matlabe! ) M= {[x y ; 0 1]}, Xe R0}, y€ R} je dana
operacia * bezného maticového nasobenia. Kategorizujte (M, =).

Riesenie:
operacia v/ [Xy;01]*[uv;01] =[xu xv+y;01] v¥sledok ma spravny tvar
asociativnost’ v/ sucin matic je asociativny (vieme z LA)
neutralny prvok v/ pri sucine to méze byt iba jednotkova matica, ktord vsak v M je pritomna.

inverzné prvky v/ plati: [xy;01]*=[1/x -y/x;01]
— kedZe x je nenulové, inverzna matica existuje a patri do M.
= grupa

Priklad 4
Je dané univerzum X a mnozina v$etkych jeho podmnozin 2%, Kategorizujte $truktary (2%, L),
(2%,n) a (2%, A).

Riesenie:
Vsetko potrebné uz bolo preskimané na minulom cviéeni, takze teraz sta¢i uz len rozdat’ tituly.

(2%, V) U je oper., asoc., kom., neutr. prvok je {} — monoid

2%, n) N je oper., asoc., kom., neutr. prvok je X — monoid

(2%, 1) A je oper., asoc., kom., neutr. prvok je {}, inv. k A je A— komut. grupa
Priklad 5

Kategorizujte nasledujuce Struktary:
a) (Zn,+) b) (Z3,%) C) (Za\op,*)  d) (Zavioy,™)
e) (Zn\{0},*), kde n je prvocislo

Poznamka: Mnozinu Z, tvoria prvky {0,1,2,..., n-1}. PridruZena operacia sa vzdy (aj ked’ to nie je
vyslovne uvedené) rozumie s dodatkom "modulo n".

! Prepiste si to na papier tak, ako beZne zapisujete matice napr. v LA, bude to zrozumitelnejsie.



Riesenie:
a) (Zn,+)
operacia — sucet celych ¢isel je celé ¢islo a modulo n vysledok bezpecne zaparkuje do Z,
asoc., kom. — stcet je asociativny a komutativny, modulo n to nema ako pokazit’
neutralny prvok pri sucte je 0, priCom 0 patri do Zn, takze je to v poriadku
inverzné prvky — pre kazdé x existuje X1 = n-x patriace do Z,. Dahko overime, Ze plati:
X+ (n-x) [modn=n|modn=0

= (Zn,~+) je komutativna grupa

b) (Z5,%)
operacia — sucin celych Cisel je celé Cislo a modulo 3 vysledok bezpecne zaparkuje do Zs3
asoc., kom. — sucin je asociativny a komutativny, modulo 3 to nema ako pokazit’
neutralny prvok pri sucine je 1, pricom 1 patri do Zs, takZe je to v poriadku
x1 neexistuje pre 0 !
= (Z3,*) je monoid

€) (Zs\103,")
operacia — mnozinu tvoria ¢isla 1 a 2, ich vzdjomné stuciny su (po pripadnom mod 3) zas 1 a 2
asoc., kom. — ako vyssie
neutralny prvok e=1 tu stdle mame, takze v poriadku
inverzné prvky : 11=1,21=2 bez nuly to uz je v poriadku

= (Z3\p0),*) je komutativna grupa

d) (Zavi0),™)
Priklad vyzera na prvy pohl'ad podobne ako predosly, ale netreba sa nechat’ "voviest’ do
omylu". Tu totiz * nie je ani len operacia, ked'’ze 2*2=0 (mimo mnoziny)

e) (Zn\(03,*), kde n je prvocislo
Problému, ktory nastal v predoslom priklade, sa vyhneme tym, ze n bude prvocislo, tj. nenajdu
sa dve ¢isla (medzi 0 az n-1), ktorych saéin by bol rovny k*n, ¢ize 0 pri pohl'ade cez "mod n".
Rovnako ako vyssie, mame operaciu, je asoc., kom., a je tu neutralny prvok e=1.

S inverznymi prvkami je to dramatickejsie. Najprv mala odbocka.

Je mozné, aby existovali dva r6zne prvky a, b zo Zn\(0}, kde n>a>b, tak aby platilo

a*x =b*xmod |n?

Ak by sme ich nasli, potom by muselo byt (a-b)*x =0 | mod n.

Ak n je prvocislo a 0 nie je pritomna v Zn\(o}, X ti nulu nespravi - ostava moznost’

a-b = 0 | mod n, ¢o vzhl'adom na velkost’ a, b implikuje ich rovnost’.

Odpoved’ na vyssie polozenu otazku je teda NIE. Ak a, b sa nerovnaju, tak sa nerovnaju ani
ax, bx (mod n).

Spit k inverznym prvkom. Cislo x mézeme nasobit’ n roznymi ¢islami. Vysledky
(je ich spolu n) vychadzaji medzi 0 az n-1 a musia byt navzajom rozne! Takze aj Cislo 1
musi byt’ medzi nimi. Tj. ku kazdému x existuje kamarat x?, s ktorym v st¢ine dajt 1.

= (Zn\(0),*) je komutativna grupa
Poznamka: Uvahy v predoslom priklade sa daju zovieobecnit’ k tvrdeniu, Ze v akejkol'vek grupe

z rovnosti a°x=b°x plynie a=b (pravidlo o krateni). Nepochybne na niektorej prednaske o tom
bola/bude reg.



Homomorfizmus

Pojmy
Homomorfizmus h: (L, =) —» (M, °) je zobrazenie, ktoré "reSpektuje operacie", tj.
pre vSetky X,y € L plati h(x=y) = h(x)°h(y)

AKk je h navySe bijekcia, ide 0 izomorfizmus, teda zobrazenie, ktoré tiplne presne skopiruje
celu Struktaru (L, =) do (M, °). Existencia izomorfizmu medzi (L, =) a (M, °) dokazuje, Ze ide
z hladiska algebry 0 rovnaku struktaru (len ich prvky a operacie st inak oznacené).

Riesené priklady Il

Priklad 1
Je dané zobrazenie h: (R*,*)—(R,+), h(x)=In(x). Zistite, ¢i je h homomorfizmus.

Riesenie:

h(x*y) = In(x*y) = In(x)+In(y) = h(x)+h(y) v  izomorfizmus

Priklad 2

Je dané zobrazenie h: (R+*)—(R+,*), h(x)=Vx. Zistite, & je h homomorfizmus.

Riesenie:

h(x*y) = V(x*y) = Vx *ly = h(x)*h(y) v izomorfizmus

Priklad 3
Je dané zobrazenie h: (Z,+)—( Z,+), h(x)=2x. Zistite, ¢i je h homomorfizmus.

Riesenie:

h(x+y) = 2(x+y) = 2x + 2y = h(x)+h(y) v homomorfizmus

Priklad 4

Je dané zobrazenie h: (Z,+)—( Zn,+), h(X)= X mod7 . Ukazte, ze je h homomorfizmus a
n4jdite jeho jadro.

Riesenie:
h(x+y) = (X*+Y) imod 7 = (X/imod 7 + Yimod 7)/imod 7= h(X)+h(Yy) v homomorfizmus

Je jedno, ¢i mod 7 aplikujeme na viackrat alebo iba raz stthrnne na konci.
Jadro (prvky, ktoré sa zobrazia na neutralny prvok): Ker(h) =7Z

Priklad 5

Je dané zobrazenie h: (R,+)—(C,*), h(x)=exp(inx). Zistite, ¢i je h homomorfizmus.

RieSenie:

h(x+y) = exp(in(x+y)) = exp(inx)*exp(iry) = h(x)*h(y) v/ homomorfizmus



Priklad 6
N4jdite (ak existuje) izomorfizmus (M, U) — (M, N) .

RieSenie:
Izomorfizmus musi o.i. zobrazit’ neutralny prvok na neutralny. V tomto pripade prazdnu mnozinu na
celok X. Tuto vlastnost’ ma napr. komplement. Overme, ¢i ide o izomorfizmus.

— injektivnost: pre dve rozne A, B sa nepochybne lisia aj A®, BC.

— surjektivnost’: Pre kazdé A existuje mnozina A° a plati (A€)¢ = A. Tj. kazdej mnoZzine A viem néjst’
vzor pri operacii komplement.

— homorfizmus: plati (AUB)®¢ = AN B¢ (de Morganov zakon)

Navrhnuté zobrazenie je izomorfizmus.



Neriesené priklady
1. Kategorizujte nasledujuce Struktuary.
Ak to vel'kost’ mnoziny dovoli, uved’te aj Cayleyho tabulku.
Ak ste vlastnosti niektorych operacii skiimali pred tyZzdilom, staci sa na to odvolat’.
a) (R?, »), kde (a,b) = (c,d) = (a, d)
b) (R 2, =), kde (a,b) = (c,d) = (ac, ad)
c) (Z7\{0}, =), kde x=y=2xy | mod 7
d) (Zs\{0}, =), kde x=y=3xy | mod 5
e) (M, U), kde M = 2% (tj. potenéna mnozina univerza X).

f) (M, N), kde M = 2%

g) (M, A), kde M = 2% a A je symetricka diferencia

2. Navrhnite zobrazenie h: (R,+) — (R+,*) tak, aby bolo izomorfizmom.

3. Je dané zobrazenie h: (R,*)—(R,*), h(x)= x3. Zistite, ¢i je h homomorfizmus alebo
izomorfizmus.

4. Je dané zobrazenie h: (R,+)—( R,+), h(x)=7x. Zistite, ¢i je h homo/izo-morfizmus.

5. Je dané zobrazenie h: (Z,+)—( Z7,+), h(X)= 2X /mod 7 . Ukazte, Ze h je homomorfizmus a
najdite jeho jadro.

6.** Najdite (ak existuje) izomorfizmus (Zs\{0},* | mod 5) — (Z4, + | mod 4).

7.* Nech M = {0, 1}.
a) Kol’ko rozliénych neizomorfnych grupoidov (M, =) existuje? Treba ich vypisat'?
b) Korko rozli¢nych neizomorfnych pologriip (M, =) existuje? Vypiste ich.
¢) Korko rozliénych neizomorfnych monoidov (M, ¢) existuje? Vypiste ich.
d) Kolko rozli¢nych neizomorfnych grap (M, =) existuje? Vypiste ich.
e) Korko rozliénych neizomorfnych komutativnych grip (M, °) existuje? Vypiste ich.



