Dodatok k téme izomorfizmov a homomorfizmov. Jadro.

1. priklad

Je dana operacia x°y = x+y - k(xy), k € R |03.

a) Zistite, ¢i vobec a pre akii mnozinu M je (R |u, ©) grupa.

b) Najdite asponi jeden izmorfizmus (R |m, °) — (R {03, *), kde * je bezné nasobenie.

Riesenie:

a) Aby ° bola operacia, nie je potrebné mnozinu R obmedzovat’. Pre realne x, y bude aj x°y realne.

Asociativnost’:
(x°y)°z = (x+y—kxy)°z = ((x+y—kxy) + z — k(x+y—kxy)z) = X+y+z — k(xy+xz+yz)+kxyz
x°(y°z) = X+y+z — k(Xy+xz+yz)+kxyz
Neutralny prvok: x+e-kxe=x pre 'ubovolné x
tj. e(1-kx)=0 pre l'ubovolné x
preto e=0
Inverzny prvok: X+x’-kxx’=0
X’ (1-kx) = -x
X’ = -x/(1-kx)

1 Aby sme sa vyhli deleniu nulou, musi platit’ 1-kx # 0, teda x # 1/k .

Bod 1/k musime teda “zakazat™, treba vSak overit’, Ze sa tym nepokazi operacia. Je mozné, aby pre
nejaké x,y platilo
x+y-kxy = 1/k ?
Upravime: Xy — (LK) (x+y) + 1/k*=0
(x-21/K)(y-1/k) =0
Vidime, Ze pokial’ x aj y sa nerovnaju 1/k, tak ani x°y neméze byt 1/k. Je to v poriadku.

Zaver: (R, ©)je grupa.

b) Najst’ izomorfizmus v tomto pripade nevieme inou cestou ako ho s trochou $t’astia uhadnut’.
Samozrejme, bude iba jednym z mnohych moznych.
Pomézeme si pritom preformulovanim predpisu operacie:

x+y-kxy = 1/k(1 — (1-kx)*(1-ky)

Musi platit’: h(x°y) = h(x)*h(y)

to znamena: h(1/k(1 — (1-kx)*(1-ky)) = h(x)*h(y)

Pozorny pohl'ad naznaéi, Ze vyhovovat’ by mohol predpis h(z) = 1 - kz, ale radSej si to overme:
h(1/k(1 — (1-kx)*(1-ky)) = 1 - k*1/k(1 — (1-kx)*(1-ky) = (1-kx)*(1-ky)
h(x)*h(y) = (1-kx)*(1-ky)

Vyzera to v poriadku, jeden z moznych izomorfizmov je h(z) =1 -kz.



2. priklad
Je dana grupa permutacii S3 a zobrazenie h: S3 — (Z2,+),

h(l)=0 h((12)) = 1
h((123)) =0 h((13)) = 1
h((132)) = 0 h((23)) = 1

Zistite, ¢i je h homorfizmus. Ak ano, uved’te dosledky tejto skutocnosti.
Riesenie:
Overime podla definicie, ¢i je h homorfizmus, teda ¢i plati

h(p°q) =h(p)+h(q) |mod2

Nebudeme skusat’ vSetkych 36 moznosti, staci sa obmedzit’ na modelové pripady.

— ak p= 1 N pOtOH’l ma platlt’ h(qu) — h(Q)
h(1) + h(q) = 0+ h(a) OK
/1 analogicky g=I

—akp=q=(12) h((12)°(12)) =h(1) =0
h((12))+h((12))=1+1=0 OK
[/l analog. (13),(23)

—akp=(12), g =(13) h((12)°h(13)) =h(132)=0
h((12)) + h((13)) =0 OK
// analog. iné kombinacie
—ak p=(12), g =(123) h((12)°h(123)) =h(23) =1
h((12)) + h((123)) =1 OK
// analog. iné kombindcie, aj v opacnom poradi
—ak p=g=(123) h((123)°h(123)) =h(132)=0
h((123)) + h((123)) =0 OK
/I analog. pre (132)
—ak p=(123), g=(132) h((123)°h(132)) =h(I) =0
h((123)) + h((132)) =0 OK

// analog. v opa¢nom poradi

Zaver: zobrazenie h je homomorfizmus. Jeho jadrom je mnozina {I, (123), (132)} — ked’Ze tato
podmnozina S3 je jadrom homorfizmu, ide o normalnu podgrupu. Mozete si to overit’ podl'a Cayleyho
tabulky (v cvieni o permutaciach) alebo si spomenut’, ze podmnozina parnych permutacii je vzdy
normalnou podgrupou.



Neriesené priklady

1.

Je dana mnozina permutacii H = { 1, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } . Uz vieme, Ze¢ ide o
normalnu podgrupu grupu A4.

N4jdite homorfizmus h: A4 — (Zs,+), ktorého jadrom bude H.

2.

Je dana mnozZina permutacii H = { 1, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } . Uz vieme, Ze ide o
normalnu podgrupu grupu S4.

N4jdite homorfizmus h: S4 — (Zs,+), ktorého jadrom bude H.






