Okruhy a homomorfizmy, idealy

1. R =2 je potentna mnozina mnoziny X a A oznauje symetricku diferenciu.
Klasifikujte struktaru (R, A, N).

a) (R, A) je kom. grupa, lebo
A je oper., komutativna, asociativna, Eo= @, A’=A (dokaz bol raz ddvno na cviku)
b) Distributivny zakon plati:
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Modrou obtiahnuté plochy st vysledkom — je rovnaky v oboch pripadoch.

C) (R, N) — operacia, kom., asoc., E;= X (bolo davno na cvikach).
Delitele nuly sa najdu (napr. dve disjunktné neprazdne mnoziny), takze je to “iba”
okruh s jednotkou.

2. R nech je mnozina reguléeaseh matic 2x2. Klasifikujte Struktaru (R, +, * ), kde * je
maticové nasobenie.

V pripade regularnych matic + nie je operacia na R.

Ak vynechame regularnost’, (R, +) je komut. grupa. Pri (R,*) plati, Ze * je asociativna,
ale nie komutativna. Neutralnym prvkom je jednotkova matica.
Ide teda o okruh s jednotkou — viac nie, ked’ze napr. [1 0; 0 0]*[0 0; 0 1]=[0 0; 0 0].

3. Nech D =[0, 2] je realny interval, P = {0, 1, 2} a R je mnozina spojitych funkcii na D.
Definujeme zobrazenie h(f) = f(P) = (f(0), f(1), f(2) ). Zistite, ¢i h: (R,+,*) — (R3,+,%)
(operacie + a * v ciel'ovej Struktire fungujt ,,po zlozkach*) je homomorfizmus.

RieSenie je rovnaké ako v priklade na cviku, len sa musi vSetko konStatovat trojmo,
pre kazdu zloZku.



4. Nech h: (R2,+,*) — (R,+,*) je definované predpisom h(x1,X) = X;. Operacie +, * vo
vychodiskovej Struktare funguju ,,po zloZkach®. Je h homomorfizmus?

Ano (riesenie je trivialne)
5. Nech h: (Z,+,*)— (Zn,+,*) je definované predpisom h(x) = m*x | mod n .
Pre aké dvojice m,n je h homomorfizmus? (skuste konkrétne priklady a potom zovseobecnite).
So sCitovanim nie je problém. Pri nasobeni mame:

h(xy) = mxy | mod n
h(x)h(y) = m? xy| mod n

Musi teda platit’ pre vSetky x, y
mxy | mod n =m? xy| mod n
inymi slovami n| m?-m .
Takze napriklad pre m = 6 bude zobrazenie homomorfizmom pri n =2,3,5,6,10,12,15.
6. Nech (C(R), +,* ) st spojité realne funkcie a I = {feC(R); I meR*, V x, x| > m: f(x)=0 }.
Zistite ¢i je I ideal v C(R) .

Je (trividlne).



