Volné grupy

1. Zostrojte G ako prezentaciu vol'nej grupy s potrebnym poctom generatorov
a vhodnymi relaciami.

a) G = (Z2xZ3, +)
b) G = (Z2xXZ3xZs, +)

a) Fr=<{ab}, a*, b* ¢, aba'b™ = >
h: Fr — (Z2, +), h(a) = (1,0), h(b) = (0,1).
b)  Fr=<{ab,c}, a> ¢, b*¢ c> ¢ aba’b* - aca’ct ¢, chctbt o >
h: Fr — (Z2, +), h(a) = (1,0,0), h(b) = (0,1,0), h(c) = (0,0,1).
Uvedené riesenie nie je jediné mozné.
2.*  Zostrojte Sz a S4ako prezentaciu vol'nej grupy s ¢o najmensim poétom
generatorov a s vhodnymi relaciami.
Riesenie pre Ss.

Pripomenieme si tabul’ku pre Ss :

| (12) [ (13) | (23) | (123) ] (132)
| | (12) | (13) | (23) | (123) | (132)
12) | (12) |1 (132) | (123) | (23) | (13)
(13) | (13) | (123) |1 (132) | (12) | (23)
(23) | (23) | (132) | (123) | I (13) | (12)
(123) | (123) | (13) | (23) | (12) | (132) 1
(132) | (132) | (23) | (12) | (13) || (123)

Grupa nie je cyklickd, na jej generovanie bude treba asponi dva generatory. Kratke sktiSanie
ukazuje, ze napr. dvojica a = (123) a b= (12) vyhovuju — ide o rotaciu trojuholnika a jeho
zrkadlové preklopenie , ¢im ziskame vSetky mozné symetrické obrazy.

Podrla tabul’ky vidime, Ze aa = (132), ab = (13), ba = (23), teda sme pohodlne vygenerovali
vSetky ostatné permutécie. NapiSeme si znovu tabul’ku grupy, kde jednotlivé permutacie
nahradime ich generujucim predpisom:

e |b |ab|ba|a |aa
e |e |b |ab|baja |aa
b |[b |e |aa|a |ba|ab
abjab|a |e |aa|b |ba

ba|bajaala |e |ab|b

a |a |ab|ba|b |aa|e

aa|laa|ba|b |ab|e |a




Teraz uz ostava len skontrolovat’ 36 rovnic danych tabul'kou.

PredovSetkym neprekvapuju vysledky skladania s neutralnym prvkom.

Niektoré vysledky st jednoduchym zlozenim vstupnych hodnét bez tprav.

Rovnako sa dalo o¢akavat, ze b°=bb=e a podobne a®=aaa=e. Na zaklade toho rozumieme
viacerym d’al$im vysledkom.

Ostalo niekol’ko vysledkov, ktoré treba preskiimat’ podrobnejsie. (Nevypisujeme opakujlice sa
pripady. )

bab=aa, baba=e, baa=ab, baab=a, aba=b, abab=e, abaa=ba, aaba=ab, abab=e, aab=ba
Pozorna analyza ukazuje, ze vSetky uvedené rovnosti su navzajom ekvivalentné. Vyberme
ako ich reprezentanta tvrdenie aba=b a ukazeme, ako z neho dostat’ tie ostatné nasobenim
zl'ava a sprava vhodnymi hodnotami.

aba=Db

babaaa=bbaa — bab = aa

baba=bb — baba=e
abaaa=baa — ab = baa
aba aab = b aab — a = baab
abab=bb - abab =e
abaa=ba - abaa = ba
aaba=ab — aaba = ab
abab=bb — abab =e
aaaba=aab — ba = aab

Na definiciu prislusnej relacie pouzijeme vhodnejsi ekvialentny zapis abab = e.

Ako predobraz S; teda mozeme vziat’ vol'nti grupu s dvojicou generatorov a nasledujucimi
relaciami:

Fr=<{ab}, a®=¢ b’=e, (ah)> = ¢ >

Pre S4 je postup podobny, ale niekol’konasobne zdihavejsi. Grupu je mozné generovat’ takisto
pomocou dvoch generatorov (napr. otocenie o /2 okolo osi x a okolo y).



Okruhy

Klasifikujte nasledujuce mnoziny s dvojicou operacii:

1.

(C([0,1], +, ™) Il spojité funkcie na uzavretom intervale [0,1]

a) (C([0,1]), +)

Sucet 2 spojitych funkcii na danom intervale je spojita funkcia na rovnakom intervale.
Sucet funkcii je komutativny aj asociativny.

Neutralny prvok ¢y = 0 (kon$tantna nula na danom intervale).

Inverzny prvok je -f.

b) Distributivny zékon plati (bolo na MAT1-2)

c) (C([0,1]), *)

Sucin spojitych funkcii na danom intervale je spojita funkcia na rovnakom intervale.
Komutativnost’ a asociativnost’ platia.

Neutralny prvok e; = 1 (konstantna jednotka na danom intervale).

Delitele nuly — napr. nasledujtca dvojica f, g (nakreslite si obrazok):

f=0 na [0, 0.5]
x-0.5 na [0.5, 1]

g= -x+0.5 na|0, 0.5]
0 na [0.5, 1]

Zaver — dana Struktara je komutativny okruh s jednotkou.

2.

(Quv, +,*),  kde Qv={a+b\2, a,beQ}

a), b), ¢) — ako na cviceni, okrem poslednej trovne:

Inverzny prvok ku a+bv2 pri operacii * :

(a+bV2)? = 1/(a+bV2) = 1/(a+bV2) * (a-b\2) / (a-b\2) = (a-bV2) / (a% - 2b%)

Dana Struktura je pole.



2

(R+,,0), kde a@b=ab=eMIna+Inb),a®b=eIna*Inb)

1! Treba dosledne rozliSovat’ Eulerovu konstantu e od neutralnych prvkov e a €.

a)

b)

(R+,D) a@b = ab patri do R+, je to operacia.
Komutativnost’ a asociativnost’ si zrejmé.
eo=1
Inverzny ku prvku a je 1/a .

Distributivny zakon:

@®b)yOc=eMIna+Inb) ©c=eM(Ina+Inb)*Inc)
aOchbOec=eMIna*Inc) P eMInb*Inc)=eMIna*Inc+Inb*Inc)
Rovnost” oboch vyrazov je po uvedenych tpravach zrejma.

(R+,©)

Je to operacia, ked’ze e”(In a * In b) dava vysledok do vychodiskovej mnoziny
Komutativnost’ je zrejma.

Asociativnost’:

@®b)Oc=erMIn(a®b) *Inc) =erMIn(eM(Ina*Inb)) *Inc)=eMIna*Inb*Inc)

a®ObmOC) =. .. =eMIna*Inb*Inc)
Neutralny prvok:
a®e; = a
eMIna*Ine) = e™(In a)
Ina*Ine; = Ina
Ine;, = 1
€1 = e
Inverzny prvok:
a@a’ = e
eMina*Inal) = enl
(na*Ina’) = 1
Inat = 1/Iina
al = er(1/In a)

(R*}413,©) je komutativna grupa. Ddsledkom je aj neexistencia delitel'ov nuly.

Zaver: (R+,,0) je pole.



