Priklady

Poznamka: Z praktickych dévodov su matice zapisané v Matlabovskej konvencii.

1. Je dand grupa G regularnych matic 2x2 s operaciou matic. nadsobenia * a mnozina
H={[ab;ba],abeR, a+0alebob # 0}. Overte, ¢i plati (H,*) c (G,*).

RiesSené na cviceni.

2. Je dana grupa G regularnych matic 2x2 s operaciou matic. nasobenia * a mnozina
H={[ab;0c],abceR a+#0ab=+0}.O0Overte, ¢ plati (H,*) c (G,*).

Postup rovnaky ako v 1.

3. Nech H={m/n; m, n su prirodzené neparne}. Dokazte, ze (H,*) C (Q\(03 ,*).
Operécia: (m/n)*(p/q) = (mp)/(nq). Sucin dvoch neparnych ¢isel je neparne Cislo.
Asoc.: nasobenie je asoc.

Neutr.: e=1=napr. 1/1

Inv.: n/m

(H,*) je grupa a teda podgrupa (Q\(oy ,*).

4. a) Najdite vSetky netrivialne podgrupy (Zs, +)
b) N4jdite vSetky netrivialne podgrupy (Zs, +)
c) Najdite vSetky netrivialne podgrupy (Z12, +)
d) N4jdite vSetky netrividlne podgrupy (Zzo, +)
e) Najdite vSetky netrivialne podgrupy (ZzxZz, +)
f) Najdite vSetky netrivialne podgrupy (Z2xZ3, +)

VypiSeme len samotné mnoziny netrividlnych podgruap.
a) {024} {03}
b) {0246} {04}

c) {0246810} {0369} {048} {06}
d) {02468101214 161820 2224 26 28} {0369 12 15 18 21 24 27}
{0510 15 20 25} {06 12 18 24} {01020} {0 15}

e)  {(00) (01)} {(00) (10)} {(00) (11)}
) {(00) (01) (02)} {(00) (10)}



a)
b)

b)

N4jdite ¢o najmensiu grupu s operaciou maticového nasobenia, ktora obsahuje prvok:
a) [0-1;10]
b) [01;-1-1]

{[0-1;10][-10;0-1] [0 1; -1 0] [10; 0 1]}
{[01;-1-1][-1-1;10] [10; 0 1]}

Je dana mnozina S={z € C, |z|=1}. Zistite, ¢i (S, *) je podgrupou (Cy(o0y,*) .
Prvky mnoziny S zapiSeme v exp. tvare:
S={z € C, z=exp(ip), ¢ € [0 21)}

Dokaz toho, ze (S,*) je grupa, sa urobi konstatovanim evidentnej platnosti potrebnych
tvrdeni.

Je dana mnozina S={z € C, |z|=1} a zobrazenie h: (R, +) — (S, *) dané predpisom
h(x) = exp(i2nx).

a) Dokézte, Ze h je homorfizmus.

b) Najdite jadro operacie h a dokazte, ze je (s operaciou +) podgrupou (R, +).

h(x+y)=exp(i2n(x+y)) = exp(i2nx)*exp(i2ny) = h(x)*h(y)

Neutr. prvok ciel'ovej grupy je 1. Rovnost’ exp(i2nx) = 1 plati pre vSetky celé x.
Jadrom zobrazenia je teda Z . (Z,+) je evidentne podgrupou (R, +) — dokaz azda
zvlada kazdy.

Je dané pevné prirodzené ¢islo n a mnozina S={z € C, z"€R"}. Zistite, ¢i
(S, *) je podgrupou (Cygo3,*) .

Prvky mnoziny S zapiSeme v exp. tvare:
S={z € C, z=t*exp(i2np), ¢ = k/n, k=0, 1, 2, 3, ..n-1}

Operacia: t*exp(i2me) * u*exp(i2my) = tu * exp(i2n(p+y)) =
= tu * exp(i2n(k/n+l1/n)) = tu * exp(i2n(k+l)/n)

Asoc., neutr., inv. st evidentné.



1. Nech (G, =) je grupa a a € G . Definujeme H = {x€G, a=x = x=a}. Dokazte, ze (H.,) je
podgrupou (G, =).

Operacia: Nechax=xa a ay =ya
Potom axy = xay = xya a teda xy tiez patri do H.
Asoc. Operacia to ma “v krvi”.
Neutr. Neutr. prvok e v G spliia ae = ea a preto patri aj do H.
Inv. x'a=xTae=xTaxx*=xxaxt=ax? takze x™ patri do H.

2. Nech (H,?) je grupa. Dokazte, ze aj (H=H,=) je grupa.

Neutralny prvok e patri do H. Preto H =e"H c H=H .
Na druhej strane, kvoli uzavretosti operacie musi platit’ aj H=H c H.
To znamena, ze (H=H,) = (H,=) a je to teda grupa.

2 Dokazte, ze nasledujuce prvky maji rovnaky rad:
-1
a) X yxy
b) ab, ba

C) abc, bca
a) Nech x"=e. Potom (yxy™")" = yxy yxytyxy™*... yxy'=yx"yt=yey'=yy'=e
b) Nech (ab)" = e . Potom (ba)" = b(ab)"" a.

Plati: a(b(ab)"*a)=ea=a
(b(ab)™ a) b = be = b

Prvok (ba)" = b(ab)"™* a sa sprava ako neutralny a teda je neutralny.
4. Dokazte, Ze izomorfizmus zachovava rad prvku.
Plati h(e;) = ey.

Ak x" = ey, potom
(h(x))" =h(x") = h(e:) = e,



