Hierarchia algebraickych struktir (M, =)

@) operacia —  grupoid

A + asociativna — pologrupa

E + neutr. prvok — monoid

I +inv. prvky — grupa

K + komutativna —  komut. grupa
Priklady + éiastoéné rieenia

1. Urcte poziciu danej alg. Struktiry v hierarchii. Ak to jej velkost umoziuje,

uvedte prislusnti Cayleyho tabulku.

a) (R2 =), kde (a,b) = (c,d) = (ad)

O, A, B pologrupa

b) (R? <), kde (a,b) = (c,d) = (ac, ad)

O, A, B pologrupa

C) (Z;\{0}, °), kde x=y=2xy /mod 7 (skuste aj 3xy, kxy+m pre rozli¢né k, m)

=11]2|3]4|/5]|6
1 2/4/6[1|3]|5
2/4/1/5/2]|6]|3
3/6[5(4[|3[2]|1
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S predpisom kxy+m /mod 7 :
Lahko sa presved¢ime, Ze pokial’ K nie je nulové, tak s nenulovym m budeme vzdy dostavat
v tabul’ke aj nuly. TakZe moZnosti st dve:



Bud’ k=0 a m= 1,2,...6 (vysSie hodnoty nema zmysel skiimat’). Potom ide o pologrupu.

Alebo k =1,2,3,4,5,6 (vyssie hodnoty nema zmysel skimat’) a potom musi byt m=0, teda
predpis bude kxy / mod 7 .

Operacia je evidentne komutativna.

Asociativnost’ — funguje:

L: k(kxy)z = k’xyz /mod7
P:  kx(kyz) = k’xyz /mod7
Neutralny prvok:

Ma platit’ kex = x / mod7 pre vsetky x, teda musi byt ke =1/ mod 7. Z toho dostavame pre
doteraz nepreskiimané K :
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Inverzné prvky:
Ma platit’ kxx™ = e / mod7 pre vietky x.

k=3, e=5
3xx* =5/ mod7 —  xx*=4/mod7 (preco? overte!)
dvojice navzdjom inverznych prvkov: 1 -4,2-2,3-6,5-5

k=4 — e=2
4xxt = 2 / mod7 — xxt =4/ mod7 (preco? overte!)
dvojice navzajom inverznych prvkov: 1 —4,2-2,3-6,5-5

k=5 — e=3
5xx* = 3/ mod7 — xxt =2/ mod7 (preco? overte!)
dvojice navzajom inverznych prvkov: 1 —2,3-3,4-4,5-6

k=6 — e=6
6xxt = 6 / mod7 — xxt=1/mod7 (preco? overte!)
dvojice navzdjom inverznych prvkov: 1 -1,2-4,3-5,6-6

Zaver
Pre m=0 a 'ubovol'né k = 1,2,...6 ide o komutativnu grupu.



d) (M, U) a (M, N), kde M = 2% (tj. potenén4 mnoZina univerza X).
O, K, A (jednoduché, staci nakreslit’ obrazky)

E: E=0 pre (M, U)
E=X pre (M, N)

I: Nie je (oba pripady)

Zaver: Monoidy.

2. Najdite (ak existuje) izomorfizmus (M, U) — (M, N) . (Priklad nadvédzuje na 1d)
h(M) = M® (komplement mnoziny), rovnaky predpis funguje aj opaénym smerom

(AUB)° = A°N B , (ANB)° = A° U B® (overit podl'a obrazkov)

3. Najdite (ak existuje) izomorfizmus (Zs\{0},* / mod5) — (Z4, +/ mod 4) .

Neutralny prvok sa musi zobrazit’ na neutralny: ~ h(1) =0
V grupe (Zs\{0},* / mod5) plati: 2=2, 2*2=4, 2*%2*2=3, 2%2*2*2=1
V grupe (Zs4, +/ mod 4) plati: 1=1, 1+1=2, 1+1+1=3, 1+1+1+1=0

Na zéklade uvedeného mozeme h definovat’ d’alej takto:
h(2)=1, h(4)=2, h(3)=3

Ubezpecte sa, Ze h je naozaj izomorfizmus (Ze je to vymyslené spravne). Najdite aj iné
izomorfizmy (ten uvedeny nie je jediny mozny).



Nech M = {0, 1}. Korl’ko rozli¢nych neizomorfnych grupoidov (M, =) existuje?
(Vyuzite svoje rieSenie jedného z prikladov z minulého cvicenia)

Korl’ko rozli¢nych neizomorfnych pologrup (M, =) existuje? Vypiste ich.
Korl’ko rozli¢nych neizomorfnych monoidov (M, =) existuje? Vypiste ich.
Korl’ko rozliénych neizomorfnych grip (M, =) existuje? Vypiste ich.
Korl’ko rozliénych neizomorfnych komutativnych grap (M, =) existuje? Vypiste ich.

Pri mnozine {0,1} dvojicu izomorfnych operacii zadanych tabul’kou spozname tak, ze jednu
z druhej vieme ziskat’ vzajomnou vymenou nul a jednotiek a naslednym preusporiadanim
stlpcov a riadkov (preco je to tak?). Priklad:

Operacia
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Vsetkych bin. operacii je 16, ale ak stotoznime izomorfné dvojice, ostane ich 10.

Operacie /

Izomorfné dvojice operacii

Asoc. — pologrupy

Neutr. — monoid

Inv. — Grupa

0]1 01 asoc. Nema e —
o[ofo 011 xoy =0, xey=1
110]0 111]1
01 01 asoc. e=1/0 0 resp. 1 nema
0/0]0 001 xsy =Xy | x°y = X+y (bool.) inv. prvok
1101 1|11
01 01 nie je asoc., - -
0jo]fo 0[1]o0 protipriklad 111 /000
1[1]0 1111
01 ol1 nie je asoc., — —
0/0]1 0]1]1 protipriklad 111 / 000
1100 101
01 0l 1 nie je asoc., - -
0/1]0 0[1]1 protipriklad 001 /110
110/0 1]1]0
01 nie je asoc., — _
011 protipriklad 000
1100
01 nie je asoc., — _
0/1]0 protipriklad 111
1/1]0
01 asoc., nema e —
0lofo Xoy = X
1(1]1
0|1 asoc., nema e -
0[0]|1 Xoy =
1(0]1 oY
01 0]1 asoc., predpis (bool.): e=1/0 0-0,1-1
0/1/0 001 xoy = xy+x'y' (ekvival.) v oboch
1]0]1 11110 xey = Xy'+x'y (XOR) pripadoch




Mozeme teda hovorit’ z kvantitativneho hl'adiska o 16 grupoidoch a z kvalitativneho hl'adiska
o 10 strukturalnych typoch grupoidov na baze danej mnoziny.

Asociativnost’ — pologrupy
Asociativnost’ operacii uvedenych v tabul’ke sa overuje pomerne jednoducho. Ak operacia nie
je asociativna, tak nie je tazké najst’ protipriklad. Naopak, pokial’ operacia je asociativna, tak
sa zhodou okolnosti aj da vyjadrit’ predpisom, takze na pozitivny dokaz netreba skusat’ vsetky
mozné trojice. V tabulke su uvedené protipriklady (jeden staci, ale mozete najst’ aj d’alSie)
alebo predpisy (dokaz asociativnosti je jednoduchy — neuvadzame).

Vsetkych pologrip je 8, typologicky je to 5 réznych neizomorfnych moznosti.

Neutralny prvok — monoid
Neutralny prvok overujeme len pre asociativne operacie. Z 8 pologrip su 4 aj monoidy,
kvalitativne z 5 neizomorfnych typov pologriap st monoidy 2.

Inverzné prvky — grupa
Iba dva zo 4 monoidov, kvalitativne 1 z 2 typov je navySe aj grupou. Ako vidno zo symetrie
tabul’ky, ide o komutativnu grupu.



Dokazte nasledujuce tvrdenia:

1. Nech (X, =) a (Y, *) st grupoidy a h je epimorfizmus z X do Y.
AK = je asociativna, potom aj = je asociativna.

Epimorfizmus je surjektivny, teda pre kazdé i,j,k z Y existuju vzory a,b,c z X.
(ij)*k = (h(a)*h(b))=h(c) = h((a=b)c) = h(a=(b>c)) = h(a)=(h(b)=h(c)) = i=(j=k)
2. Nech (X, =) je monoid a e je neutralny prvok. Ak pre vSetky m z X plati mem=e,
potom = je komutativna.
acb = are=b = a=(a=b)=(a=b)=b = (a=a)=(b-a)=(b=b) = e=(b-a)-e = b-a
3. Nech operacia ° je komutativna. Potom plati (acb)" = a"eb", kde X" = Xexe ... ex.
(acb)" = a=be= a=be a=be... a=b
Komutativnost’ umoziuje zamienat’ poradie v 'ubovol'nej dvojici susednych prvkov. To je
situacia, v ktorej mézeme aplikovat’ napr. bubble-sort a dospiet’ tak k pozadovanému tvaru
ab".

4. Nech (X, =) je grupa. Ak (x=x)=(y=y)=(x°y)=(x°y), potom Xey=y=x.
(Dokazali ste tym, ze = je za danych podmienok komutativna?)

Tvrdenie vyplyva priamo zo zadkonov o krateni. Tyka sa iba prvkov x,y a nemusi platit’
vS§eobecne, teda na komutativnost’ to nestaci.



5. Kazda konec¢na (!) pologrupa obsahuje idempotentny prvok (tj. x=x=x, 0zn. IP).
Vyberme nejaky prvok a. Pre jednoduchost’ operaciu budem znadit’ x=x = XX.
Ak xx = a, IP sa naSiel. Inak ozna¢im aa=b.

Ak bb=Db, nasiel sa IP. Ak bb=a, aplikujem postup U (uvedeny nizsie). Inak ozna¢im
bb=c.

Takto postupujem d’alej a nerobim si tazka hlavu z poc¢tu pismen v abecede.

VSeobecne: Ak pre nejaky prvok p plati pp=p, naSiel sa IP. Ak pp=m (m je nejaky prvok,
ktory sme skimali eSte pred p) , aplikujem postup U (nizsie). Inak ozna¢im
pp=q. Atd’.

Vzhl'adom na konecny pocet prvkov v pologrupe raz musi nastat’ situacia, ze sa "mina" prvky
a ak sa doteraz nenasiel IP, uz ostane iba moznost aplikovat’ postup U.

Postup U:

Nech pre nejaky prvok y plati yy = s, kde s je prvok skimany este skor ako sme prisli ku y.
Vzhl'adom na sposob ,,vyroby* prvkov plati y=s" kde n je nejaké prirodzené ¢&islo. Ak dame
obe tieto skuto¢nosti dokopy, dostavame s“"=s.

2n-1 2n-1.2n-1 2n+2n-2 1+2n-2

Polozme x=s""" . Plati: xx =s"""s""" =5 =s =gMl=

Prvok x je idempotentny.



6. Kazda grupa s maximalne 5 prvkami je komutativna.

Ulohu budeme riesit’ zatial’ bez pojmov cyklickej grupy a generdtorov. Riesenie bude zdihavejsie, ale pou¢né.

1 prvok

Jediny prvok musi byt neutralny (povinne pritomny v grupe). Ako vidno z tabulky, pri tomto
pocte nie je mozné nebyt’ komutativnou.

2 prvky
Neutralny prvok e a este jeden iny — ozna¢im ho a. Tabulka grupy je iba jedna mozna —
komutativnost’ je zrejma. (Ak napr. polozime e=0 a a=1, ide o grupu (Z,,+) ).

s le|a

e|e|a

a|a|e€

3 prvky

Neutralny prvok e a eSte dva iné — oznac¢im ich a, b. Tabul'ka grupy sa zostavi nasledovne —
prvy stipec a riadok s neutralnym prvkom su zrejmé, ostatné prvky sa doplnia tak, aby

v kazdom riadku aj stipci bol kazdy prvok prave raz (trochu pripomina sudoku). Mozny
vysledok je iba jeden (ak napr. e=0, a=1 a b=2, ide o grupu (Z3,+) ).

Komutativnost’ je zrejma.

s lelalb
elelalb
alalble
blblel|b
4 prvky

Neutralny prvok e a este tri iné — oznac¢im ich a, b, ¢. Tabul'ka grupy sa zostavi nasledovne:
Riadok a stipec pri neutrdlnom prvku st jasné. Dalej rozlisime dve moznosti —

1. bud’ asa=b (moZnost’ asa=c je izomorfna, neuvadzam) alebo 2. asa=e.

(Pripad a=a=a je vyliceny, to by viedlo k stotozneniu a=e.)

1.
Dosadim hodnotu b na poziciu (a,a). Ostatné hodnoty sa do tabul’ky dajua doplnit’ jedinym
sposobom. Ako vidno zo symetrie tabul’ky, komutativnost’ "mame".

o

DID|O|T|T
DD |D|IO|O

O (T| (@
O|T|D|MD|D
DO |l |D

(Ak napr. polozim e=0, a=1, b=2, ¢=3, ide o grupu (Z4,*) )



=

o lela|b]c
elelalb|c
alale
b|b

c|c

Ostatné hodnoty do tabul’ky doplnime tak, aby v kazdom riadku i stipci bolo kazdé pismeno
prave raz. To sa da urobit’ iba dvoma spésobmi, i) a ii):

i)

clelal|b]c
elela|b]c
alale|c|b
blbjclale
clc|blela

Tato moznost’ je izomorfna s pripadom 1. (Polozme e=0, a=2, b=1 a c=3 a dostaneme opét’
grupu (Z4,+) ). Komutativnost’ je viditeI'na.

i)

o lelal|b]c
elela|b]c
alale|c|b
blblc|e|a
clc|lbja]le

Komutativnost’ je zrejma.
(Polozme €=00, a=01, b=10 a c=11 a dostaneme grupu (Zyx Z,+) )

5 prvkov
Neutralny prvok e a eSte $tyri iné — ozna¢im ich a, b, ¢, d.
Podl’a vyssie uvedenych pravidiel vieme zostavit’ mnoho rozli¢énych tabuliek, z ktorych vSak
vel’ka ast’ nebude spinat’ podmienku asociativnosti. Doteraz pre pocet 4 a menej sme
asociativnost’ priamo neoverovali, av§ak pre kazdy z typov sme nasli konkrétnu realizaciu, o
ktorej sa vie, Ze ide o grupu (dokézali sme alebo viete I'ahko dokazat).
V pripade 5 prvkov podmienku asociativnosti intenzivne vyuZijeme pri doplitani hodnét do
tabuliek tak, aby sme vedeli v€as vylucit nevhodné mozZnosti. Jedno z 'ahko pouZiteInych
pravidiel bude nutnd podmienka asociaticnosti v tejto podobe:

ak je = asociativna a asa = b, potom a=b = bea (asociativnost’ aplikovana na trojicu aaa).

Na zaciatok opét rozliSime dva pripady — 1. bud’ a=a=e alebo 2. a=a=b (d’alSie moZnosti a=a=c,
ara=d st izomorfné, neuvadzam).



1.
Riadok so vstupom a mozeme doplnit’ podl'a pravidiel hodnotami cdb alebo dbc (ind mozZnost’
nie je). Obe moznosti st izomorfné (presvedcte sa!), preto uvedieme len prvu z nich:

o alb|c|d
alblc|d
ejcld]|b

o0 |T o |o
o0 |T|( | dD

Rychly test asociativnosti: (a=a) =b = e=b = b; a=(acb) = a=c = d.
Nemusime d’alej pokracovat), nie je splnena podmienka asociativnosti. Moznost’ 1. teda
nevedie k ziadnej grupe.

2.
Riadok so vstupom a mozeme doplnit’ podl'a pravidiel hodnotami i) cde, dec (obe mozZnosti st
izomorfné, d’alej uvedieme len prvu z nich) alebo ii) edc.

i) Ked’Ze a=a=b, tak musi platit’ a=b=bea, &o jednoznaé¢ne uréuje stipec so vstupom a.

o bic|d
bic|d
cl|d]|e

o0 |T|(|d
o0 |T( || dD
D |o|0 || |D

Zvysnych 9 hodno6t v tabul’ke potom vieme jednoznaéne doplnit’:

clela|blc|d
elela|b|c|d
ala|b|c|d]|e
blblc|d|e|a
clc|d|elalb
didiela|b]c

Ak teraz polozime napr. e=0, a=1, b=2, ¢=3, d=4, dostavame komutativnu grupu (Zs,+)

ii) Ked'ze ama=b, tak musi platit’ asb=bra, &0 jednoznaéne uréuje stipec so vstupom a.

C bic|d
bic|d
e|d|c

o0 | T |d
o0 |T|( | @ |dD
Olo|® || (D

Zvysnych 9 hodndt v tabul’ke nejde doplnit’. Tato vetva nevedie ku grupe.



Zaver.
Grupy s po¢tom prvkov najviac 5 st vSetky komutativne. Nie je ich vela a pre kazdy
Z najdenych typov pozname nejaké konkrétne realizécie.

Ako je to s grupami s poctom prvkov 6, 7, ... ? D4 sa pokracovat’ v podobnych tvahach ako
doteraz?



