
1 Algebraické štruktúry s dvomi binárnymi operáciami

1.1 Okruhy

Budeme uvažovat’M ‰ H a dve binárne operácie ‹ a ˝ naM , ktoré sú previazané
distribut́ıvnym zákonom:

a ˝ pb ‹ cq “pa ˝ bq ‹ pa ˝ cq

a ‹ pb ˝ cq “pa ‹ bq ˝ pa ‹ cq

Defińıcia 1 Nech pG, ‹q je grupa a Gp, ˝q je pologrupa. Ak pre @a, b, c P G plat́ı

a ˝ pb ‹ cq “pa ˝ bq ‹ pa ˝ cq (1)

pb ‹ cq ˝ a “pb ˝ aq ‹ pc ˝ aq (2)

povieme, že plat́ı distribut́ıvny zákon pre binárnu operáciu ‹ vzhl’adom na
operáciu ˝.

Poznámka 1 Nech pG, ‹q je grupa a Gp, ˝q je pologrupa, ktoré sú previazané
distribut́ıvnym zákonom. Potom operáciu ‹ označujeme ` a inverný prvok k
prvku a vzhl’adom na operáiu ` označujeme ´a. Neutrálny prvok vzhl’ahom k
` označujeme 0, resp. 0G. Ak existuje neutrálny prvok vzhl’adom k operácii ˝,
potom ho označujeme 1 resp. 1G. Operáciu ˝ neṕı̌seme a ˝ b “ ab. To znamená,
že distribut́ıvny zákon je v tvare

apb` cq “ab` ac

pb` cqa “ba` ca

a súčet a` p´bq označujeme a´ b (t.z. a` p´bq “ a´ b).
Symbolom n ˆ a označujeme a` a` ¨ ¨ ¨ ` a

loooooooomoooooooon

n´krát

. Analogicky an “ aa ¨ ¨ ¨ a
loomoon

n´krát

a

a´n “ a´1a´1 ¨ ¨ ¨ a´1
loooooooomoooooooon

n´krát

. Pričom 0ˆ a “ 0 a a0 “ 1.

Tvrdenie 1 Nech pG,`, 0q je Abelova grupa a pG, ˝q je pologrupa. Ak pre
@a, b, c P G plat́ı distribut́ıvny zákon pre binárnu operáciu ` vzhl’adom na operáciu
˝ (platia rovnosti (1) a (2)), tak pre @a P G

a0 “ 0a “ 0.

Dôkaz Tvr.1 Pretože pG,`, 0q je Abelova grupa, tak pre a P G plat́ı

a “0` a

aa “p0` aqa

aa “0a` aa

0 “0a

Analogicky sa ukáže, že a0 “ 0. ‚
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Defińıcia 2 Nech pM,`, 0q je Abelova grupa a pM, ˝, 1q je pologrupa. Potom
pM,`, ˝, 0, 1q sa nazýva okruh, ak pre @a, b, c PM plat́ı

apb` cq “ ab` ac

pb` cqa “ ba` ca.

Poznámka 2 Napŕıklad v [?] sa okruhom nazýva trojica pM,`, ˝q, kde pM,`q
je Abelova grupa a pM, ˝q je len pologrupa. To znamená, že od druhej operácie
požadujeme asociat́ıvnost’ a distributivitu

apb` cq “ ab` ac

pb` cqa “ ba` ca.

Takýto okruh budeme nazývat’ resp. okruh bez jednotky ). Ak vieme, že má
jednotku tak sa nazýva okruh s jednotkou.

Defińıcia 3 Nech pM,`, 0q je Abelova grupa a pM, ˝q je binárna operácia s
vlastnost’ou: a ˝ b “ 0 pre @a, b P M . Potom trojica pM,`, ˝q sa nazýva nulový
okruh.

Tvrdenie 2 Nech pM,`, ˝q je nulový okruh. Potom pre @a, b, c PM plat́ı

apb` cq “ ab` ac

pb` cqa “ ba` ca.

(Nulový okruh je semi-okruh.)

Dôkaz 1 Nech a, b, c P M . Pretože b ` c P M , potom apb ` cq “ 0. Pretoze
ab “ 0 “ ac, potom

ab` ac “ 0.

Teda
apb` cq “ ab` ac.

Analogicky sa dá ukázat’ pb` cqa “ ba` ca. ‚

Poznámka 3 Pripomı́name, že v pŕıpade okruhu alebo semi-okruhu pM,`, ˝q,
ak x PM , potom ´x je inverzný prvok k prvku x vzhl’adom na operáciu ”`”.

Tvrdenie 3 Ak pM,`, ˝q je semi-okruh, potom pre @a, b PM plat́ı

´pabq “ap´bq “ p´aqb (3)

ab “p´aqp´bq. (4)
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Dôkaz 2 Najskôr ukážeme rovnost’ 3. Pretože pM,`, ˝q je semi-okruh, tak pre
každé a, b, c PM plat́ı

c “b` pc´ bq (5)

ac “a pb` pc´ bqq . (6)

Na pravej strane rovnosti 6 použijeme distributivitu a následne využijeme fakt
existencie inverzného prvku vzl’adom na operáciu ”`”:

ac “a pb` pc´ bqq

ac “ab` apc´ bq

ac´ pabq “ac` ap´bq

´pabq “ap´bq.

Analogicky sa dá ukázat’, že ´pabq “ p´aqb.
Teraz ukážeme 4. Pretože ab “ ´p´pabqq tak použit́ım 3 dostaneme

ab “ ´p´pabqq “ ´pap´bqq “ p´aqp´bq. ‚

Defińıcia 4 Okruh (resp. semi-okruh) pG,`, ˝q nazývame komutat́ıvny, ak @a, b P
G plat́ı, že ab “ ba.

Defińıcia 5 Komutat́ıvny okruh pG,`, ˝q nazývame oborom integrity, ak @a, b P
Gzt0u plat́ı, že ab ‰ 0.

Defińıcia 6 Okruh pG,`, ˝q nazývame telesom, ak @a P Gzt0u Da´1 P G s
vlastnost’ou, že aa´1 “ a´1a “ 1 (zákon o inverzných prvkoch).

Defińıcia 7 Komutat́ıvne teleso nazývame telesom pole.

Defińıcia 8 Nech pG,`, ˝q je okruh a a, b P Gzt0u. Ak ab “ 0, potom a, b
nazývame delitele nuly.

Poznámka 4 Obor integrity je teda komutat́ıvny okruh bez delitel’ov nuly.

Tvrdenie 4 V okruhu pG,`, ˝q plat́ı zákon o kráteńı súčinu (nenulovým prv-
kom) práve vtedy ak neexistujú delitele nuly.

Dôkaz Tvr.4. ñ: Ukážeme sporom. Nech plat́ı zákon o kráteńı súčinu a a, b sú
delitele nuly, teda ab “ 0 a a ‰ 0, b ‰ 0. Vieme, že 0 “ a0 a teda 0 “ ab “ a0.
Zo zákona o kráteńı vyplýva, že b “ 0, čo je spor s predpokladom, že b ‰ 0.
ð Nech v pG,`, ˝q neexistujú delitele nuly. Nech a ‰ 0 a ac “ ab. Potom

0 “ ac´ ab “ apc´ bq.

Pretože neexistujú delitele nuly, tak c´b “ 0 a teda c “ b. Analogicky sa ukáže,
že ak ca “ ba, potom b “ c. ‚
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Defińıcia 9 Nech pG,`, ˝q a pM,`, ˝q sú okruhy. Ak existuje bijekcia φ : GÑ
M s vlatnost’ou, že φpa ` bq “ φpaq ` φpbq a φpabq “ φpaqφpbq, pre @a, b P G,
tak ṕı̌seme G « M a hovoŕıme, že okruhy sú izomorfné. Izomorfizmus G na G
nazývame autmorfizmu okruhu G.

Defińıcia 10 Okruh A nazývame podokruhok okruhu G, ak A Ď G a ak operácie
sčitovania a násobenia prvkov okruhu A dávajú tie isté výsledky ako sčitovanie
a násobenie tých istých prvkov v zmysle okruhu G. Okruh G nazývame nadokru-
hom okruhu A.

Podokruh, ktorý je telesom resp. pol’om, nazývame podteleom, resp. pod-
pol’om.

Tvrdenie 5 Nech G je okruh a A Ď G. Potom A je podokruhom G práve
vtedy, ak A je uzavretá na rozdiel a súčin. To znamená, že ak a, b P A, potom
a´ b, ab P A.

Tvrdenie 6 Nech G je teleso a A Ď G. Potom A je podteleso G práve vtedy,
ak A je uzavretá na rozdiel, súčin, inverzné prvky a obsahuje jednotku.

Tvrdenie 7 Prienik podokruhov okruhu G je podokruh okruhu G.

Tvrdenie 8 Prienik podtelies telesa G je podteleso telesa G.

Defińıcia 11 Hovoŕıme, že množina A Ď G generuje okruh G ak každý podo-
kruh okruhu G obsahujúci A sa rovná okruhu G. Budeme ṕısat’ rAs “ G.

Tvrdenie 9 Každá podmnožina A Ď G, kde je G je okruh, generuje jedno-
značne nejaký podokruh rAs okruhu G.

Tvrdenie 10 Nech G je komutat́ıvny okruh (s jednotkou), A je podokruh G a
(1 P A). Potom pre @b P G plat́ı, že rAY tbus “ Arus, kde

Arus “ ta0 ` a1u` ¨ ¨ ¨ ` anu
n; n P N, a0, a1, ¨ ¨ ¨ , an P Au.

Dôkaz Tvr.10 Najskôr ukážeme, že Arus Ď rA Y tbus. Pretože rA Y tbus je
podokruh, tak je uzavretý na násobenie a sčitovanie, teda a0 ` a1u ` ¨ ¨ ¨ `
anu

n P rA Y tbus, pre každé n P N , pretože u, a0, a1, ¨ ¨ ¨ , an P A Y tuu. Teda
Arus Ď rAY tbus.

Teraz ukážeme opačnú inklúziu: rAYtuus Ď Arus: Množina Arus je uzavretá
na rozdiel a súčin. Napŕıklad

pa0 ` a1u` a2u
2q ´ pb0 ` b1uq “ pa0 ´ b0q ` pa1 ´ b1qu` a2u

2

a

pa0 ` a1u` a2u
2qpb0 ` b1uq “a0b0 ` a1b0u` a2b0u

2 ` a0b1u` a1b1u
2 ` a2b1u

3

“a0b0 ` pa1b0 ` a0b1qu` pa2b0 ` a1b1qu
2 ` a2b1u

3.

Teda Arus je podokruh. Pretože u “ 0` 1u a a0 P Arus, tak Arus je podokruh
obsahujúci množinu AY tuu. Preto rAY tuus Ď Arus.

To znamená, že rAY tuus “ Arus. ‚
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Defińıcia 12 Nech pG,`, ˝q je okruh (bez jednotky). Rád prvku a P G je jeho
rád v grupe pG,`q.

Tvrdenie 11 V okruhu (bez jednotky) bez delitel’ov nuly majú všetky nenulové
prvky rovnaký rád.

Dôkaz Tvr.11. Nech a, b P Gzt0u. Nech rád prvku a je k. To znamená, že kˆa “
0. Potom 0 “ pkˆaqb “ kˆab “ apkˆbq. Z vety o kráteńı vyplýva, že kˆb “ 0.
‚

Poznámka 5 Nech a, b P Gzt0u a nech rád prvku a je 3. Potom 3 ˆ a “ a `
a`a “ 0. Teda 0 “ pa`a`aqb “ ab`ab`ab “ apb` b` bq “ ap3ˆ bq. Pretože
a ‰ 0, tak 3ˆ b “ 0.

Defińıcia 13 Nech pG,`, ˝q je okruh. Charakteristika okruhu (bez jednotky) je
najmenšie prirodzené č́ıslo k, pre ktoré plat́ı k ˆ a “ 0, pre @a P G. (Charakte-
ristika okruhu (bez jednotky) je teda najmenš́ı spoločný násobok rádov všetkých
prvkov okruhu G.) Ak také č́ısko neexistuje hovoŕıme, že má rád nekonečno (8).

Tvrdenie 12 Charakteristika okruhu (bez jednotky), ktorý nemá delitel’ov nuly
je bud’ prvoč́ıslo, alebo 8. V pripade okruhu s jednotkou je chrakteristika okruhu
rád prvku 1.

Cvičenie 1 Nájdite charakteristiky okruhov: pZ12,`, .q, pZ6,`, .q, pZ8,`, .q,
pZ7,`, .q, pZ5,`, .q

Napŕıklad v pZ6,`, .q je rád prvku 2 rovný 3 a rád prvku 1 rovný 6. Rád
prvku 0 je 1.

Cvičenia

Cvičenie 2 Zistite, či je daná množina M s operáciami `, . (tradičné sčitovanie
a násobenie) okruh, či je bez alebo s jednotkou, či je bez delitel’ov nuly, či je gru-
pou vzhl’adom na druhú z operácíı, či je druhá z operácíı komutat́ıvna.

1. M “ 2Z;

2. M “ Z2;

3. M “ ta` b
?

2; a, b P Zu;

4. Overte či M “ Z5 ˆ Z6 je okruh (s jednotkou, bez jednotky). Nájdite
delitele nuly, ak existujú, ak oporácie ` a ˝ sa definujú po zložkách (napr.
p4, 3q ` p2, 3q “ p1, 0q a p4, 3q ˝ p2, 3q “ p3, 3q).

5. Overte či M “ Z5ˆZ3 je okruh, ak oporácie ` a ˝ sa definujú po zložkách
(napr. p4, 2q ` p2, 2q “ p1, 1q, p4, 2q ˝ p2, 2q “ p3, 1q). je okruh (s
jednotkou, bez jednotky). Nájdite delitele nuly, ak existujú.

6. Overte či M “ Z3
2 je okruh, ak oporácie ` a ˝ sa definujú po zložkách.

Nájdite delitele nuly, ak existujú.
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Cvičenie 3 Zistite, či A je podokruh okruhu G.

1. G “ Z6, A “ 2Z3. Operácie `, . sú štandardné plus, krát;

2. G “ T ˆ T , A “ T ˆt0u. Množina T, operácie `, . nie sú blǐzšie určené.

Cvičenie 4 Nech G je okruh bez delitel’ov nuly. Dokážte, že ak a.b “ 1, potom
b.a “ 1.

Cvičenie 5 Nech pG,`, .q je okruh. Definujeme operáciu a
Ä

b “ b.a. Dokážte,
že pR,`,

Ä

q je okruh.

Cvičenie 6 Nech X ‰ H a M “ 2X . Binárna operácia 4 na M je symetrická
diferencia množ́ın: E4F “ pE X F cq Y pEc X F q. Sú nasledujúce algebraické
štruktúry sú okruhy? Ak áno, tak zistite, či sú komutat́ıvne a majú jednotku. a)
pM,4,Xq; b) pM,4,Yq.

Cvičenie 7 Nech pG, ‹q je cyklická grupa s generátorom a, tj.

G “ ta, a2, a3, ¨ ¨ ¨ , an´1, eu.

Definujeme operáciu ap ˝ aq “ apq . Dokážte, že pG, ‹, ˝q je komutat́ıvny okruh
s jednotkou.

Homomorfizmy na okruhoch

Cvičenie 8 Nech pG,`, ˝q je okruh a f : GˆGÑ G s vlastnost’ou, že fpa, bq “
a, pre @a, b P G. Zistite či f je homomorfizmus okruhov.

Cvičenie 9 M “ tfunkcie z intervaluI Ñ Ru, x P I a fx : R Ñ R, fxpgq “
gpxq. Dokážte, že f je homomorfizmus okruhov.

Cvičenie 10 Zistite, či sú izomorfné p2Z,`, .q a p3Z,`, .q.

Cvičenie 11 Je dané zobrazenie f : pZ,`, .q Ñ pZn,`, .q, fpxq “ kx modrns.
Zistite, pre ktoré dvojice prirodzených č́ısel k, n je dané f homomorfizmus okru-
hov.

2 Algebraické štruktúry s reláciou a operáciami

Poset

Nech M ‰ H a nech α Ď M2 je reflex́ıvna, symetrická a tranzit́ıvna je relácia
na M . Relácia α je teda reláciou usporiadania a ak pa, bq P α, tak ṕı̌seme a ď b,
resp. a Ď b, a Ď b, atd’. Dvojici pM,ďq hovoŕıme čiastočne usporiadaná množina
(ČUM), alebo poset (partially ordered set).

Cvičenie 12 Nech X “ ta, b, cu a M “ 2X , potom

M “ tH, X, tau, tbu, tcu, ta, bu, ta, cu, tb, cuu.

pM,Ďq je ČUM. Vid́ıme, že napŕıklad tau Ď ta, bu, ale tcu nie je v relácii s
ta, bu
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Zväzy

• binárne oprácie _, ^

• overovanie vlastnost́ı o aký ty zväzu ide

• modulárny zväz

• distribut́ıvny zväz

• boolova algebra - vlatnosti, pŕıklady, homorfizmus z Boolovej algebry do
Boolovej algebry, izomfizmus Boolových algebier

Defińıcia 14 Nech pM,ďq je POSET (ČUM) a x, y PM .

a) Prvok b PM sa nazýva dolné ohraničenie prvkov x, y, ak b ď x a zároveň
b ď y.

b) Prvok m PM sa nazýva priesek (inf́ımum, join) ak m je maximálne dolné
ohraničenie, to znamená, že pre každé dolné ohraničenie b prvkov x, y plat́ı
b ď m. Teda m je priesek x, y (m “ x ^ y) ak m ď x a m ď y a naviac
ak b ď x a b ď y potom b ď m.

Defińıcia 15 Nech pM,ďq je POSET (ČUM) a x, y PM .

a) Prvok c PM sa nazýva horné ohraničenie prvkov x, y, ak x ď c a zároveň
y ď c.

b) Prvok u PM sa nazýva suprémum ak u je minimálne horné ohraničenie,
to znamená, že pre každé horné ohraničenie c prvkov x, y plat́ı u ď c. Teda
u je spojenie (suprémum) x, y (u “ x_ y) ak x ď u a y ď u a naviac ak
x ď c a y ď c potom u ď c.

Poznámka 6 Spojenie a priesek nemusia vždy na nejakej čiastočne usporiada-
nej množine existovat’. Niekedy existuje, len jeden z nich.

Nech M “ tt1, 2u, t2, 3u, t1, 2, 3, 4u, t1, 2, 3, 4, 5uu. Potom pM,Ďq je POSET,
kde t1, 2u ^ t2, 3u neexistuje v M , ale t1, 2u _ t2, 3u “ t1, 2, 3, 4u.

Cvičenie 13 Nech M “ ta, b, cu a α “ tpa, aq, pb, bq, pc, cq, pa, cq, pb, cqu a β “
tpa, aq, pb, bq, pc, cq, pc, aq, pc, bqu. Zistite, či relácie α a β sú reláciami usporia-
dania na M a či existuje x _ y, x ^ y pre @x, y P M vzhl’adom na jednotlivé
relácie α a β. Znázornite relácie na Hasseho diagrame a aj pomocou maticovej
reprezentácie.

Defińıcia 16 Nech pM,ďq je ČUM. Ak pre kad’é dva prvky x, y P M existuje
x_ y, x^ y PM , potom štvoricu pM,ď,_,^q nazývame zväzom.

Defińıcia 17 Nech pM,ďq je ČUM.

d) Ak existuje prvok d PM s vlastnost’ou, že @a PM d ď a, tak d sa nazýva
dolné univerzálne ohraničenie a označujeme ho 0 resp. 0M .
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h) Ak existuje prvok h PM s vlastnost’ou, že @a PM a ď h, tak h sa nazýva
horné univerzálne ohraničenie a označujeme ho 1 resp. 1M .

Defińıcia 18 Nech pM,ďq je ČUM. Ak pre @x, y P M plat́ı, že x ď y alebo
y ď x, tak M nazývame ret’azec.

Tvrdenie 13 Každý konečný ret’azec má univerzálne dolné aj horné ohraničenie.

Tvrdenie 14 Každý konečný n-prvkový ret’azec je izomorfný s množinou
t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu.

Cvičenie 14 Nech X ‰ H a M “ 2X . Overte, že pM,Ď,Y,Xq je zväz s s
dolným univerzálnym ohraničeńım H a horným univerzálnym ohraničeńım X.

Cvičenie 15 Overte, že funkcia min px, yq “ x ^ y a max px, yq “ x _ y, ak
x, y P R.

Tvrdenie 15 Zväzove identity: Nech pM,ďq je ČUM. Ak pre nejaké x, y, z P M
existuje _,^, potom plat́ı:

(L1) x^ x “ x, x_ x “ x (idempotentnost’);

(L2) x^ y “ y ^ x, x_ y “ y _ x (komutativita);

(L3) px^ yq ^ z “ x^ py ^ zq, px_ yq _ z “ x_ py _ zq (asociativita);

(L4) x^ px_ yq “ x, x_ px^ yq “ x (absorcia),
x ď y ô x^ y “ x a x_ y “ y (konzistencia).

Cvičenie 16 Sú dané zväzy p2t1,2,3u,Ďq a pD30, |q (Dn označuje množinu de-
litel’ov č́ısla n: a) Načrtnite Hasseho diagramy oboch zväzov a ukážte, že sú
izomorfné. b) Kol’ko rozličných izomorfizmov existuje medzi oboma zväzmi? c)
Pre aké n existuje k pDn, {q izomorfná paralela p2X ,ďq?

Cvičenie 17 Je dané zobrazenie f : pR,ďq Ñ pZ,ďq, fpxq “ txu (zaokrúhlenie
nadol). Overte, či je to homomorfizmus.

Cvičenie 18 Sú dané zväzy R1 “ pD30,ďq a R2 “ pD30, |q a zobrazenie f :
R1 Ñ R2, fpxq “ x. Je f homomorfizmus?

Cvičenie 19 a) Načrtnite Hasseho diagram pre všetky podgrupy cyklickej grupy
rádu 12 (usporiadanie inklúziou) . Je to zväz? Nájdite pŕıklady iných zväzov
izomorfných s týmto zväzom. b) to isté ako v a) pre rád 72

Cvičenie 20 Načrtnite Hasseho diagram pre ČUM pt1, 2, 3, 4, 9, 12, 18, 36u, |q.
Je to zväz?

Cvičenie 21 Nájdite všetky n-prvkové zväzy (len abstraktné Hasseho diagramy
neizomorfných vzorov) pre n “ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

Poznámka 7 Zväzy zapisujeme ako ČUM, teda (množina , relácia usporiada-
nia). Rovnocenným zápisom je tiež tvar (množina, supremum, infimum). Zaṕı̌ste
zväzy z pŕıkladov (vyššie i nǐzšie uvedených) aj týmto druhým spôsobom.
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Zväzy - modulárny, distribut́ıvny, boolovský

Cvičenie 22 Zistite, či je daný zväz modulárny, distribut́ıvny, boolovský. Ak je
zväz boolovský, nájdite jeho izomorfnú paralelu pBn, ?q, kde B “ t0, 1u.

1. M5.

2. N5.

3. pD30, |q.

4. pD12, |q. Pre ktoré n je pDn, |q boolovský zväz a prečo?

5. p2X ,Ďq

6. Nech X “ ta, b, c, du a G “ tA Ď X; |A| “ 2ku. pG,Ďq. Vysvetlite, prečo
v pŕıklade 6 vychádzajú iné závery ako v pr. 5.
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