1 Algebraické struktiry s dvomi binarnymi operaciami

1.1  Okruhy

Budeme uvazovat M # J a dve bindrne operécie x a o na M, ktoré st previazané
distributivnym zakonom:

Definicia 1 Nech (G, ) je grupa a G(,0) je pologrupa. Ak pre Va,b,c € G plati

ao(bxc)=(aob)*(aoc) (1)
(bxc)oa=(boa)s (coa) @)

povieme, Ze plati distributivny zdkon pre bindrnu operaciu * vzhladom na
operaciu o.

Pozndmka 1 Nech (G, *) je grupa a G(,0) je pologrupa, ktoré si previazané
distributivnym zdkonom. Potom operdciu * oznacujeme + a inverny prvok k
prvku a vzhladom na operdiu + oznacujeme —a. Neutrdlny prvok vzhlahom k
+ oznacujeme 0, resp. Og. Ak ezistuje neutrdlny prvok vzhladom k operdcii o,
potom ho oznacujeme 1 resp. 1. Operdciu o nepiseme aob = ab. To znamend,
Ze distributivny zdkon je v tvare

a(b+ ¢) =ab + ac
(b + c)a =ba + ca
a sucet a + (—b) oznacujeme a —b (t.z. a+ (=b) =a—1b).
Symbolom n x a oznacujeme a+a+ -+ a. Analogicky a™ = ga---a a
— —

n —krdt n —krdt
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Tvrdenie 1 Nech (G,+,0) je Abelova grupa a (G,o) je pologrupa. Ak pre
Ya,b,c € G plati distributivny zdkon pre bindrnu operdciu + vzhladom na operdciu
o (platia rovnosti (1) a (2)), tak pre Va € G

a0 = 0a = 0.

Dokaz Tvr.1 Pretoze (G, +,0) je Abelova grupa, tak pre a € G plat{

a=0+a
aa =0+ a)a
aa =0a + aa
0 =0a

Analogicky sa ukédze, ze a0 = 0. =



Definicia 2 Nech (M, +,0) je Abelova grupa a (M,o,1) je pologrupa. Potom
(M, +,0,0,1) sa nazgva okruh, ak pre Va,b,c e M plati

a(b+c) = ab+ ac
(b + ¢)a = ba + ca.

Pozndmka 2 Napriklad v [?] sa okruhom nazgva trogica (M, +,0), kde (M, +)
je Abelova grupa a (M, o) je len pologrupa. To znamend, Ze od druhej operdcie
poZadujeme asociativnost a distributivitu

a(b+¢) = ab + ac

(b+ ¢)a = ba + ca.

Takyto okruh budeme nazgval resp. okruh bez jednotky ). Ak vieme, Ze md
jednotku tak sa nazyva okruh s jednotkou.

Definicia 3 Nech (M, +,0) je Abelova grupa a (M,o) je bindrna operdcia s
vlastnostou: aob =0 pre Va,b € M. Potom trojica (M, +,0) sa nazjva nulovy
okruh.

Tvrdenie 2 Nech (M, +,0) je nulovy okruh. Potom pre Va,b,c € M plati
a(b+c) = ab+ ac

(b + ¢)a = ba + ca.

(Nulovy okruh je semi-okruh.)

Dokaz 1 Nech a,b,c € M. Pretoze b+ ¢ € M, potom a(b+ ¢) = 0. Pretoze
ab = 0 = ac, potom
ab+ ac = 0.

Teda
a(b+c) = ab + ac.

Analogicky sa dd ukdzat (b+ ¢)a = ba + ca. =

Pozndmka 3 Pripominame, Ze v pripade okruhu alebo semi-okruhu (M, +,0),
ak x € M, potom —zx je inverzny prvok k prvku x vzhladom na operdciu "+ 7.

Tvrdenie 3 Ak (M, +,0) je semi-okruh, potom pre Va,be M plati

—(ab) =a(=b) = (—a)b (3)
ab =(—a)(=b). (4)



Dékaz 2 Najskor ukdzeme rovnost 3. Pretoze (M, +,0) je semi-okruh, tak pre
kazdé a,b,ce M plati

c=b+(c—0) (5)

ac=a(b+ (c—b)). (6)

Na pravej strane rovnosti 6 pouZijeme distributivitu a ndsledne vyuZijeme fakt
existencie inverzného prvku vzladom na operdciu "+ 7:

ac=a(b+ (c—0b))
ac =ab + a(c —b)
ac — (ab) =ac + a(—b)
—(ab) =a(-b).

Analogicky sa dd ukdzat, Ze —(ab) = (—a)b.
Teraz ukdZeme 4. PretoZe ab = —(—(ab)) tak pouZitim 3 dostaneme

ab = —(—(ab)) = —(a(=b)) = (—a)(=b). =

Definicia 4 Okruh (resp. semi-okruh) (G, +, o) nazgvame komutativny, akVa,b €
G plati, Ze ab = ba.

Definicia 5 Komutativny okruh (G, +, o) nazgvame oborom integrity, ok Va,b €
G\{0} plati, ze ab # 0.

Definicia 6 Okruh (G,+,0) nazjvame telesom, ak Va € G\{0} Ja=! € G s
vlastnostou, Ze aa™! = a~ta =1 (zdkon o inverznych prvkoch).

Definicia 7 Komutativne teleso nazgvame telesom pole.

Definicia 8 Nech (G,+,0) je okruh a a,b € G\{0}. Ak ab = 0, potom a,b
nazyvame delitele nuly.

Poznamka 4 Obor integrity je teda komutativny okruh bez delitelov nuly.

Tvrdenie 4 V okruhu (G, +,0) plati zdkon o krdteni sucinu (nenulovgm pro-
kom) prdve vtedy ak neexistuji delitele nuly.

Dokaz Tvr.4. =: Ukazeme sporom. Nech plati zdkon o krateni sucinu a a, b su
delitele nuly, teda ab =0 a a # 0, b # 0. Vieme, ze 0 = a0 a teda 0 = ab = a0.
Zo zédkona o krateni vyplyva, ze b = 0, ¢o je spor s predpokladom, ze b # 0.

< Nech v (G, +, o) neexistuji delitele nuly. Nech a # 0 a ac = ab. Potom

0 =ac—ab=a(c—0).

Pretoze neexistujui delitele nuly, tak ¢ —b = 0 a teda ¢ = b. Analogicky sa ukéaze,
ze ak ca = ba, potom b =c. =



Definicia 9 Nech (G, +,0) a (M, +,0) st okruhy. Ak existuje bijekcia ¢ : G —
M s vlatnostou, ze ¢p(a +b) = ¢(a) + ¢(b) a ¢p(ab) = ¢(a)p(b), pre Ya,b € G,
tak piseme G ~ M a hovorime, Ze okruhy su izomorfné. Izomorfizmus G na G
nazgvame autmorfizmu okruhu G.

Definicia 10 Okruh A nazjvame podokruhok okruhu G, ak A < G a ak operdcie
séitovania a ndsobenia prokov okruhu A ddvaji tie isté vysledky ako scitovanie
a ndsobenie tych istych prvkov v zmysle okruhu G. Okruh G nazyvame nadokru-
hom okruhu A.

Podokruh, ktory je telesom resp. polom, nazjvame podteleom, resp. pod-
polom.

Tvrdenie 5 Nech G je okruh a A < G. Potom A je podokruhom G prdve
vtedy, ak A je uzavretd na rozdiel a sucin. To znamend, Ze ak a,b € A, potom
a—b,abe A.

Tvrdenie 6 Nech G je teleso a A < G. Potom A je podteleso G prdve vtedy,
ak A je uzavretd na rozdiel, sucin, inverzné prvky a obsahuje jednotku.

Tvrdenie 7 Prienik podokruhov okruhu G je podokruh okruhu G.
Tvrdenie 8 Prienik podtelies telesa G je podteleso telesa G.

Definicia 11 Howvorime, Ze mnoZina A € G generuje okruh G ak kaZdy podo-
kruh okruhu G obsahugici A sa rovnd okruhu G. Budeme pisat [A] = G.

Tvrdenie 9 KaZdd podmnozina A < G, kde je G je okruh, generuje jedno-
znacne nejaky podokruh [A] okruhu G.

Tvrdenie 10 Nech G je komutativny okruh (s jednotkou), A je podokruh G a
(1€ A). Potom pre Yb e G plati, zZe [A U {b}] = A[u], kde

Alu] = {ag + a1u + -+ + ayu”™; ne N,ag,a1,- -+ ,a, € A}.
Dékaz Tvr.10 Najskor ukdzeme, ze A[u] < [A u {b}]. Pretoze [A U {b}] je
podokruh, tak je uzavrety na nédsobenie a sCitovanie, teda ag + aju + --- +
apu™ € [A U {b}], pre kazdé n € N, pretoze w,ag, a1, - ,a, € A v {u}. Teda

Alu] € [A U {b}].
Teraz ukdzeme opacnu inkliziu: [A U {u}] € A[u]: Mnozina Afu] je uzavretd
na rozdiel a sucin. Napriklad
(ap + aru + agu?) — (b + byu) = (ag — bo) + (a1 — b1)u + agu?
a
(ag + aru + au®)(bo + biu) =agby + arbou + azbou® + agbiu + a1byu? + agbyu®

:aobo + (a1b0 + (Lobl)u + ((lgbo + albl)u2 + a2b1u3.

Teda Afu] je podokruh. Pretoze u = 0 + 1u a ag € Afu], tak A[u] je podokruh
obsahujici mnozinu A U {u}. Preto [A U {u}] € Afu].
To znamena, ze [A v {u}] = A[u]. =



Definicia 12 Nech (G, +,0) je okruh (bez jednotky). Rdd prvku a € G je jeho
rad v grupe (G, +).

Tvrdenie 11 V okruhu (bez jednotky) bez delitelov nuly maji vsetky nenulové
prvky rovnaky rdd.

Dékaz Tvr.11. Nech a, b € G\{0}. Nech rdd prvku a je k. To znamend, ze k x a =
0. Potom 0 = (kxa)b =k xab = a(k xb). Z vety o kraten{ vyplyva, ze k x b = 0.

Poznamka 5 Nech a,b € G\{0} a nech rdd prvku a je 3. Potom 3 x a = a +
a+a=0.Teda 0= (a+a+a)b=ab+ab+ab=a(b+b+b) =a(3xDb). Pretoze
a#0, tak3xb=0.

Definicia 13 Nech (G, +,0) je okruh. Charakteristika okruhu (bez jednotky) je
najmensie prirodzené cislo k, pre ktoré plati k x a = 0, pre Ya € G. (Charakte-
ristika okruhu (bez jednotky) je teda najmensi spolocny ndsobok rddov vietkych
prokov okruhu G.) Ak také éisko neexistuje hovorime, Ze md rdd nekonecéno ().

Tvrdenie 12 Charakteristika okruhu (bez jednotky), ktory nemd delitelov nuly
je bud’ prvoéislo, alebo o0. V pripade okruhu s jednotkou je chrakteristika okruhu
rad proku 1.

Cvicenie 1 Ndjdite charakteristiky okruhov: (Zi2,+,.), (Zs,+,.), (Zs,+,.),
(Z77 +, ')7 (Z5a +, )

Napriklad v (Zg, +,.) je rdd prvku 2 rovng 3 a rdad prvku 1 rovnyg 6. Rdd
prvku 0 je 1.

Cvicenia

Cvicenie 2 Zistite, ¢ije dand mnozina M s operdciami +, . (tradicné séitovanie
a ndsobenie) okruh, ¢ je bez alebo s jednotkou, &i je bez delitelov nuly, ¢i je gru-
pou vzhladom na druhi z operdcii, ¢ je druhd z operdcii komutativna.

1. M =227
2. M = 72;
8. M ={a+bV2;a,be Z};

4. Querte ¢i M = Zs x Zg je okruh (s jednotkou, bez jednotky). Ndjdite
delitele nuly, ak existuji, ak opordcie + a o sa definuji po zloZkdch (napr.
(473) + (233) = (1’0) a (473) © (233) = (373))

5. Owverte ¢ M = Zg x Z3 je okruh, ak opordcie + a o sa definuji po zlozkdch
(napr. (4,2) + (2,2) = (1,1), (4,2) 0 (2,2) = (3,1)). je okruh (s
jednotkou, bez jednotky). Ndjdite delitele nuly, ak existuji.

6. Overte ¢i M = Z3 je okruh, ak opordcie + a o sa definujii po zlozkdch.
Ndjdite delitele nuly, ak existuji.



Cvicenie 3 Zistite, ¢i A je podokruh okruhu G.
1. G =Zg, A=2Z3. Operdcie +,. su §tandardné plus, krdt;
2. G=TxT ,A=Tx{0}. Mnozina T, operdcie +,. nie si bliZie urcené.

Cviéenie 4 Nech G je okruh bez delitelov nuly. Dokdzte, Ze ak a.b = 1, potom
b.a=1.

Cvicenie 5 Nech (G, +,.) je okruh. Definujeme operdciu a ()b = b.a. Dokdzte,
zZe (R, +,(©) je okruh.

Cviéenie 6 Nech X # & a M = 2%. Bindrna operdcia A\ na M je symetrickd
diferencia mnozin: EAF = (E n F°) u (E° n F). St nasledujice algebraické
Struktiry sd okruhy? Ak dno, tak zistite, ¢i st komutativne a maji jednotku. a)
(M, A,n); b) (M, A, 0).

Cvicenie 7 Nech (G, *) je cyklickd grupa s generdtorom a, tj.
G ={a,a®,a®,--- ,a" e}
Definujeme operdciu a? o a? = aP? . Dokdzte, Ze (G, *,0) je komutativny okruh
s jednotkou.
Homomorfizmy na okruhoch

Cvicenie 8 Nech (G, +,0) je okruh a f : Gx G — G s vlastnostou, e f(a,b) =
a, pre Ya,b e G. Zistite ¢i f je homomorfizmus okruhov.

Cvicenie 9 M = {funkcie z intervalul — R}, v € I a f, : R > R, fz(9) =
g(x). Dokdzte, Ze f je homomorfizmus okruhov.

Cvicenie 10 Zistite, ¢i st izomorfné (2Z,+,.) a (3Z,+,.).

Cvicenie 11 Je dané zobrazenie f : (Z,+,.) = (Zn,+,.), f(x) = kx mod[n].
Zistite, pre ktoré dvojice prirodzenyjch ¢isel k,n je dané f homomorfizmus okru-
hov.

2 Algebraické struktiry s relaciou a operaciami

Poset

Nech M # ¢ a nech oo € M? je reflexivna, symetricks a tranzitivna je reldcia
na M. Reldcia « je teda reldciou usporiadania a ak (a,b) € «, tak piSeme a < b,
resp. a € b, a E b, atd’. Dvojici (M, <) hovorime &iastoéne usporiadand mnozina
(CUM), alebo poset (partially ordered set).

Cviéenie 12 Nech X = {a,b,c} a M = 2%, potom
M = {Qv X, {a}v {b}’ {C}’ {a7 b}v {a7 0}7 {ba C}}

(M, <) je CUM. Vidime, Ze napriklad {a} < {a,b}, ale {c} nie je v reldcii s
{a, b}



Zvazy
e binarne opracie v, A
e overovanie vlastnosti o aky ty zvéizu ide
e modularny zvéz
e distributivny zvéz

e boolova algebra - vlatnosti, priklady, homorfizmus z Boolovej algebry do
Boolovej algebry, izomfizmus Boolovych algebier

Definicia 14 Nech (M,<) je POSET (CUM) a x,y € M.

a) Prvok be M sa nazijva dolné ohranicenie prvkov x,y, ak b < x a zdroven
b<uy.

b) Prvok m e M sa nazyva priesek (infimum, join) ak m je mazimdlne dolné
ohranic¢enie, to znamend, Ze pre kazdé dolné ohraniéenie b prvkov x,y plati
b < m. Teda m je priesek z,y (m =x Ay) akm <2 am <y a naviac
akb<x ab<y potomb<m.

Definicia 15 Nech (M,<) je POSET (CUM) a x,y € M.

a) Prvok ¢ € M sa nazgva horné ohranicenie prvkov x,y, ak x < ¢ a zdroven
y < C.

b) Prvok w e M sa nazgva suprémum ak u je minimdlne horné ohranicenie,
to znamend, Ze pre kazZdé horné ohranicenie ¢ prvkov x,y plati u < c. Teda
u je spojenie (suprémum) x,y (u=2xvy)akx <u ay<u anaviac ak
r<cay<cpotomu < c.

Poznamka 6 Spojenie a priesek nemusia vZdy na nejokej ciastoéne usporiada-
nej mnozine existovat. Niekedy existuje, len jeden z nich.

Nech M = {{1,2},{2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}. Potom (M, <) je POSET,
kde {1,2} A {2,3} neexistuje v M, ale {1,2} v {2,3} = {1,2,3,4}.

Cvicéenie 13 Nech M = {a,b,¢} a a = {(a,a), (b)), (c,¢),(a,c),(b,c)} a f =
{(a,a),(b,b),(c,¢),(c,a),(c,b)}. Zistite, ¢i relicie a a f si reldciami usporia-
dania na M a & existuje v v y, x Ay pre Yo,y € M vzhladom na jednotlivé
reldcie a a 3. Zndzornite reldcie na Hasseho diagrame a aj pomocou maticovej
reprezentdcie.

Definicia 16 Nech (M, <) je CUM. Ak pre kad’é dva proky z,y € M existuje
x VY, x Ay €M, potom Stvoricu (M, <, v, A) nazjvame zvizom.

Definicia 17 Nech (M, <) je CUM.

d) Ak existuje prvok d € M s vlastnostou, e Va € M d < a, tak d sa nazjva
dolné univerzdlne ohranicenie a oznacujeme ho 0 resp. Ops.



h) Ak existuje prvok h € M s vlastnostou, e Ya € M a < h, tak h sa nazjva
horné univerzdlne ohranicenie a oznacujeme ho 1 resp. 1.

Definicia 18 Nech (M, <) je CUM. Ak pre Ya,y € M plati, Ze x < y alebo
y <z, tak M nazjvame retazec.

Tvrdenie 13 KaZdy koneény refazec md univerzdlne dolné aj horné ohranicenie.

Tvrdenie 14 KaZdy koneény n-prvkovyj refazec je izomorfny s mnoZinou
{1723"' ,TL}.

Cviéenie 14 Nech X # & a M = 2%X. Overte, 7e (M,Z, U, ) je zviz s s
dolngm univerzdlnym ohranicenim & a hornym univerzdlnym ohranicenim X.

Cvicenie 15 Owverte, Ze funkcia min (z,y) = A y a max(z,y) = x v y, ak
x,y € R.

Tvrdenie 15 Zvizove identity: Nech (M, <) je CUM. Ak pre nejaké x,y,z€ M
ezistuje v, A, potom plati:

(L1) xAnx =2, xvx=ux (idempotentnost);

(L2) xAny=ynrx, xvy=yvz (komutativita);

(L3) (xry)rnz=xAr(yrz), (@vy vz=zv(yvz) (asociativita);

(L) xn(xvy) =z, xv(xAy)=uz (absorcia),
r<y < xzAy=zaxvy=y (konzistencia).

Cvicenie 16 St dané zvizy (21123, <) a (D3o,|) (D»n oznacuje mnoZinu de-
litelov &isla n: a) Nacrtnite Hasseho diagramy oboch zvizov a ukdzte, Ze si
izomorfné. b) Kolko rozlicngjch izomorfizmov existuje medzi oboma zvdzmi? c)
Pre aké n existuje k (D,,, /) izomorfnd paralela (2%,<)?

Cvicenie 17 Je dané zobrazenie f : (R, <) — (Z,<), f(z) = |x| (zaokrihlenie
nadol). Overte, ¢i je to homomorfizmus.

Cvicenie 18 Su dané zvizy R1 = (D30,<) a R = (Dso,|) a zobrazenie f :
Ry — Ro, f(z) =z. Je f homomorfizmus?

Cvicenie 19 a) Nacrtnite Hasseho diagram pre vietky podgrupy cyklickej grupy
radu 12 (usporiadanie inkliziou) . Je to zviz? Ndajdite priklady ingch zvizov
izomorfngch s tymto zvizom. b) to isté ako v a) pre rdad 72

Cvigenie 20 Nacrtnite Hasseho diagram pre CUM ({1,2,3,4,9,12,18,36},|).
Je to zviz?

Cvicenie 21 Ndjdite vietky n-prokové zvizy (len abstrakiné Hasseho diagramy
neizomorfnych vzorov) pre n = 1,2,3,4,5,6,7

Poznamka 7 Zvizy zapisujeme ako CUM, teda (mnoZina , reldcia usporiada-
nia). Rovnocennym zdpisom je tiez tvar (mnoZina, supremum, infimum). Zapiste
zvizy z prikladov (vysSsie i nizZsie uvedenych) aj tymto druhgm spdsobom.



Zvizy - modularny, distributivny, boolovsky

Cvicenie 22 Zistite, ¢i je dany zviz moduldrny, distributivny, boolovsky. Ak je
zviz boolovsky, ndjdite jeho izomorfni paralelu (By,?), kde B = {0,1}.

1.

S T e e

MS5.

N5.

(D30, |)-

(D12,|). Pre ktoré n je (D.,]|) boolovsky zviz a preco?
(2%, <)

Nech X ={a,b,c,d} a G = {A < X; |A| = 2k}. (G,<S). Vysvetlite, preco
v priklade 6 vychddzaji iné zdavery ako v pr. 5.



