
Algebraické štruktúry

1 Grupa

Defińıcia 1 Nech pG, �q je pologrupa. Ak

1. v pG, �q existuje neutrálny prvok e,

2. @a P G Da1 P G s vlastnost’ou, že a � a1 � a1 � a � e,

potom pG, �q sa nazýva grupa.

Poznámka 1 Grupa je teda monoid uzavretý na inverné prvky.

Tvrdenie 1 (Veta o kráteńı) Nech pG, �q je pologrupa a @a, b P G existuje
jednoznačné riešenie rovńıc:

a � x � b a y � a � b.

Potom z rovnosti a � b � a � c (b � a � c � a) vyplýva, že b � c.

Dôkaz.
Nech a, y P G Potom D!b P G s vlatnost’ou, že a� b � y. Teda y � a� b � a� c,
potom b � c. 


Tvrdenie 2 Nech dvojica pG, �q je pologrupa. pG, �q je grupa práve vtedy
ak @a, b P G existuje jednoznačné riešenie rovńıc:

a � x � b a y � a � b.



Dôkaz.
”ñ”
Nech pG, �q je grupa a a, b P G. Potom

a � x � y

a1 � pa � xq � a1 � y
pa1 � aq � x � a1 � y

x � a1 � y.

Teda vždy existuje jediné x � a1 � b. Analogicky rovnica y � a � b má jediné
riešenie y � b � a1.
”ð”
Nech pG, �q je pologrupa a @a, b P G existuje jednoznačné riešenie rovńıc:

a � x � b a y � a � b.

Ukážeme, že pG, �q je grupa. Potrebujeme teda ukázat’, že existuje neutrálny
prvok e a ku každému a P G existuje inverzný prvok a1.

Z predpokladu vieme, že existujú jednoznačné riešenia rovńıc:

a � x � a, y � a � a.

Označme riešenia: x � aP a y � aL. Potom plat́ı:

a � a �pa � aP q � a
� a � paP � aq

a �aP � a.

Pretože
aL � a � a � aP � a,

tak z Tvrdenia 1 vyplýva, že

aL � aP � ea

a teda
ea � a � a � ea � a.
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Nech b PM , b � a a eb � b � b. Potom plat́ı

a � b �pa � eaq � b
a � peb � bq �a � pea � bq

eb � b �ea � b
eb �ea

To znamená, že existuje neutrálny prvok e � ea, pre každé P G.
Teraz ukážeme, že @a PM Da1 PM s vlastnost’ou

a � a1 � a1 � a � e.

Vieme, že rovnice
a � x � e � y � a

majú jediné riešenie a y � y � e. Potom

y � y � pa � xq � py � aq � x � e � x � x.

Označme riešenie rovńıc a1. Teda a � a1 � a1 � a � e. To znamená, že pG, �q
je grupa.




Tvrdenie 3 Nech pM, �q je grupa, potom:

1. pa1q1 � a, pre @a PM ;

2. pa � bq1 � b1 � a1, pre @a, b PM ;

3. pa � bq1 � a1 � b1 práve vtedy ak a � b � b � a.

Dôkaz.

1. Pretože a1 PM , tak pa1q1 PM a naviac plat́ı

pa1q1 � a1 � e.

Teda
ppa1q1 � a1q � a � e � a
pa1q1 � pa1 � aq � a

pa1q1 � a.
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2. Ak a � b PM , potom pa � bq1 PM a plat́ı

pa � bq1 � pa � bq � e

ppa � bq1 � aq � b � e

ppa � bq1 � aq � b � b1 � e � b1
pa � bq1 � a � b1

pa � bq1 � a � a1 � b1 � a1
pa � bq1 � b1 � a1. 


3. Ak a � b � b � a, potom pa � bq1 � pb � aq1 a teda

a1 � b1 � b1 � a1.

Teraz ukážeme opačnú implikáciu. Nech a1 � b1 � b1 � a1, potom

a � pa1 � b1q � a � pb1 � a1q
b1 � pa � b1q � a1

b1 � a � ppa � b1q � a1q � a
b1 � a � a � b1

b � pb1 � aq � b � pa � b1q
a � pb � aq � b1

a � b � pb � aq � b1 � b
a � b � b � a. 


Poznámka 2 Vid́ıme, že

• ppa � bq � cq1 � c1 � b1 � a1, pre @a, b, c PM ;

• ak označ́ıme a�a � a2 a ak � ak�1 �a, pre k P I, potom a1 � a, a0 � e,
a�1 � a1 a a�k � pakq�1 � pa�1qk a navyše ak�n � ak � an;

Defińıcia 2 Nech pM, �q je grupa a pre @a, b PM a � b � b �a potom dvojica
pM, �q sa nazýva Abelova grupa.

Cvičenie 1 Nech p P N . Dokážte, že
a) pZp, �q je Abelova grupa pre každé p;
b) pZpzt0u, �q je grupa práve vtedy, ak p je prvoč́ıslo.
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Cvičenie 2 Zistite či ppZ5zt0uq2, �q je Abelova grupa, ak pa, bq � pc, dq �
pa � c, b � dq pre a, b, c, d P Z5zt0u.

Cvičenie 3 Zistite či pZ2
5 , �q je Abelova grupa, ak pa, bq � pc, dq � pa � c, b � dq

pre a, b, c, d P Z5.

Cvičenie 4 Nech M � trt, ss; t, s P R1q a rt1, s1s`rt2, s2s � rt1�t2, s1�s2s.
Zistite či pM, `q je Abelova grupa.

Cvičenie 5 Nech M � trt, ss; t, s P tx P R1; x ¡ 0uq a rt1, s1s � rt2, s2s �
rt1 � t2, s1 � s2s. Zistite či pM, �q je Abelova grupa.

Cvičenie 6 Nech M je množina všetkých mat́ıc 2�2, prvky matice sú reálne
č́ısla a A� B, A � B sú obvyklé operácie súčtu a násobenia mat́ıc. Zistite či
pM, �q a pM, �q sú grupy.

1.1 Podgrupy

Defińıcia 3 Nech pG1, �q a pG, �q sú grupy. Ak G1 � G a @a, b P G1 a � b �
a � b (� � � na G1), potom grupa pG1, �q sa nazýva podgrupa grupy pG, �q.

Pŕıklad 1 Máme grupu pZ12, `12q, kde operácia `12 je štandarná binárna
operácia na zvyškovej triede rádu 12. Nech G1 � t0, 6u a M � t0, 1, 2u.
• Dvojica pG1, `12q je grupa a teda je podgrupa pZ12, `12q.
• Množina M � Z12 a pM, `3q je grupa, ale `3 � `12. Dvojica pM, `12q

nie je ani grupoid. Napŕıklad 2`12 2 � 4 RM .

`12 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 �
2 2 � �

`3 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Table 1: pM, `12q nie je grupoid a pM, `3q je abelova grupa

Tvrdenie 4 Nech pG, �q je grupa a M � G. pM, �q je podgrupa grupy pG, �q
ak platia nasledujúce vlastnosti:
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a) pM, �q je grupoid (množina M je uzavretá vzhl’adiom na operáciu �.)
b) @x PM x1 PM .

Dôkaz.
Stač́ı ukázat’, že neutrálny prvok patŕı do M . Pretože x PM implikuje x1 PM
a z vlastnosti a) dostaneme

a � a1 � e PM. 


Tvrdenie 5 Nech pG, �q je grupa a M � G. Ak pM, �q je podgrupa grupy
pG, �q práve vtedy ak @x, y PM x � y1 PM .

Dôkaz.
”ñ”
Tvrdenie, že ak pM, �q je podgrupa grupy pG, �q, potom @x, y PM x �y1 PM ,
vypl’yva priamo z defińıcie podgrupy.

”ð”
(i) Pre @a PM a � a1 PM . Teda e PM .
(ii) Ak a P M , potom e, a P M a teda e � a1 � a1 P M . To znamená, že
@a PM a1 PM .
(iii) Pre @a, b PM z (ii) vyplýva, že a, b1 PM a teda a � pb1q1 � a � b PM .



Pŕıklad 2 Uvažujme grupu pZ12, `12q a S � t2, 4, 6u Chceme nájst všetky
podgrupy pG, `12q grupy pZ12, `12q, pre ktoré plat́ı S � G. G muśı byt’

uzavretá vzhl’adom na operáciu `12 a ku každému prvku muśı existovat’ in-
verzný. l’ahko si oveŕıme, že existujú dve také podgrupy: G � t2, 4, 6, 8, 10, 0u
a G � Z12. Teda pG, `12q a pZ12, `12q. Pretože G � Z12, tak G je najmenšia
taká podgrupa. Množina S generuje grupu pG, `12q.

1.2 Kalkulus na grupách

Nech pG, �q je grupa. Označme a2 � a�a. Je zrejme, že a�a�a � pa�aq�a �
a2 � a. Z asociativity operácie � vyplýva, že a � a2 � a2 � a � a3.

Ak povieme, že grupa je adit́ıvna, tak binárnu operáciu ”�” označujeme
”�”, t.z. a � b � a � b, neutrálny prvok e � 0 a inverzný prvok k prvku a
zaṕı̌seme ako �a (a1 � �a).
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Defińıcia 4 Nech pG, �q je grupa a k P Z a x P G.
a) položme x1 � x a xk � xk�1 � x (multiplikat́ıvna grupa);
b) položme 1� x � x a k � x � kx � pk � 1qx � x (adit́ıvna grupa);

Tvrdenie 6 Nech pG, �q je grupa. Potom @x P G a @n, k P Z plat́ı:

(i) x0 � e;

(ii) x�k � px1qk;

(iii) xk�n � xk � xn;

(iv)
�
xk
�n � xkn.

Dôkaz.

(i)
e � x � x � x1 � x1�1 � x � x0 � x.

Teda
e � x � x0 � x ñ e � x0.

(ii)
x1 � x � e � x0 � x0�1 � x � x�1 � x.

Teda
x1 � x � x�1 � x ñ x1 � x�1.

(iii) a (iv) zrejmé. 


Ak grupu pM, �q nazveme adit́ıvnou, potom ṕı̌seme pM,�q a plat́ı:

1. a � pa�1q�1 � �p�aq a a � b�1 � a� b;

2. pa � bq�1 � �pa� bq � �b� a;

3. ppa � bq � cq�1 � �c� pa� bq � �c� b� a;
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4. a � a � pa2q� � a� a � 2a a pa0q� � 0,

pakq� � ak�1 � a �
�
k�1̧

i

a

�
� a � pk � 1qa� a,

pk � 1qa � a� a� � � � � aloooooooomoooooooon
pk�1q� krát

pre k P N .

5. Ak a� b � b� a, potom

a� pa� bq � a� �a� b�1
��1 � �a� a�1

�� b � 0� b � b.

V pŕıpade multiplikat́ıvnej grupy sa použ́ıva symbol násobenia reálnych č́ısel,
t.z. a � b � ab � a � b a neutrálny prvok označ́ıme 1 (e � 1). Ak grupu pM, �q
nazveme multiplikat́ıvnou, potom ṕı̌seme pM, �q a

1. a � pa�1q�1;

2. pa � bq�1 � pa � bq�1 � b�1 � a�1 � b�1a�1;

3. ppa � bq � cq�1 � c�1 � b�1 � a�1;

4. a � a � a � a � a2 a a0 � 1;

1.3 Cyklická grupa a podgrupa

Defińıcia 5 Nech pG, �q je grupa. Nech a P G. Ak existuje n P N s vlast-
nost’ou, že an � e, potom najmenšie tak č́ıslo n nazývame rádom prvku a a
ṕı̌seme rpaq � n. Ak také č́ıslo neexistuje, povieme, že prvok má nekonečný
rád.

Poznámka 3 Nie každá grupa nekonečným počtom prvkov je cyklická. Napŕıklad
pR, �q.

Defińıcia 6 Nech pG, �q je grupa. Ak existuje prvok a P G s vlastnost’ou, že
G � tak; k P Zu, tak grupa pG, �q sa nazýva cyklická grupa s generátorom a
(G �  a ¡). Najmenšie také k nazývame rád grupy G (rpGq � k).
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Tvrdenie 7 Každá cyklická grupa je komutat́ıvna.

Dôkaz.
Ak   a ¡� G, tak @x, y P G existujú u, v P Z s vlastnost’ou, že x � au a
y � av. Teda

x � y � au � av � au�v � av�u � av � au � y � x.



Cyklické grupy s nekonečným rádom

Tvrdenie 8 Ak rád cyklickej grupy je 8, potom pre @x P Gzteu plat́ı, že
|x| � 8.

Dôkaz.
Nech G je nekonečná cyklická grupa generovaná prvkom a, To znamená. že
G � tan; n P Zu. Ak x P G a x � e, potom x � au pre nejaké u � 0. Ak
k P Z, potom

xk � pauqk � auk.

Pretože |a| � 8, tak an � e práve vtedy, ak n � 0.
Nech k � 0 a xk � e. Potom

xk � auk � e � a0 ô uk � 0.

To znamená, že k � 0, alebo u � 0. Čo je spor s predpokladom, že u � 0 a
k � 0. Teda |x| � 8. 


Tvrdenie 9 Nech G je cyklická grupa nekonečného rádu. Ak x P G a x � e,
potom pre u, v P Z plat́ı, že xu � xv práve vtedy, ak u � v.

Dôkaz.
”ñ”
Ak au � av, tak

au � a�v � au�v � e � a0.

a z predchádzajúceho Tvrdenia 8 dostaneme

au�v � e � a0

práve vtedy, ak u� v � 0 a teda u � v.
”ð” Ak u � v tak je zrejme, že au � av. 
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Pŕıklad 3 Uvedieme niekol’ko pŕıkladov cyklických grúp s nekonečným rádom.

• pZ, �q jej generátor je napŕıklad 1. To znamená, že   1 ¡� Z.

• Ak M � tk � 3; k P Zu, tak pM, �q je cyklická grupa, jej generátor je
napŕıklad 3. To znamená   3 ¡�M . Je to podgrupa pZ, �q.
• Ak H � t2k, k P Zu, potom pH, �q, kde binárna operácia � je klasická

operácia násobenia, je cyklická grupa s generátorom 2.

Všimnime si, že pZ, �q, pM, �q a pH, �q sú navzájom izomorfné.

Cyklické grupy s konečným rádom

Poznámka 4 Nie každá grupa konečným počtom prvkov je cyklická.

Pŕıklad 4 Nech M � t1, 5, 7, 11u, potom pM, �12q je abelova grupa, kde
binárna operácia �12 je klasická operácia násobenia modulo 12. To znamená,
že napŕıklad

5 �12 7 � 2 � 12� 11 � 11 modp12q.

  1 ¡ � t1u, |1| � 1

  5 ¡ � t1, 5u, |5| � 2

  7 ¡ � t1, 7u, |7| � 2

  11 ¡ � t1, 11u, |11| � 2

Vid́ıme, že pM, �12q nie je cyklická grupa.

Pŕıklad 5 Nech H � t1, 3, 7, 9u, potom pH, �10q je abelova grupa, kde binárna
operácia �10 je klasická operácia násobenia modulo 10. To znamená, že
napŕıklad

3 �10 7 � 2 � 20� 1 � 1 modp10q.

  1 ¡ � t1u, |1| � 1

  3 ¡ � t1, 3, 9, 7u, |3| � 4

  7 ¡ � t1, 7, 9, 3u, |7| � 4

  9 ¡ � t1, 9u, |9| � 2
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Vid́ıme, že pH, �10q je cyklická grupa, ktorá má rád 4. Jej generátory sú 3 a
7.

Tvrdenie 10 Nech pG, �q je cyklická grupa konečného rádu. Ak a P G a
|a| � n, tak pre u, v P Z plat́ı

au � av ô n|pu� vq,
kde n|pu� vq znamená, že n deĺı u� v.

Dôkaz.
Nech au � av. Potom au�v � e � akn, kde k P Z. Pretože u � v P Z, tak
u� v � gn� r, kde g, n, r P Z a 0 ¤ r   n. Teda

e � au�v � agn�r � agn � ar � e � ar � ar.

Pretože r   n, tak r � 0. (Pripomı́name, že n je najmenšie take prirodzené
č́ıslo, pre ktoré plat́ı an � e.) Z toho vyplýva, že u� v � gn a teda n|pu� vq.



Pŕıklad 6 Máme grupu pZ6, `6q. Napŕıklad

4 � 100 � 6� 4 � 20 � 6� 4 modp6q.
Teda

u � 604, v � 124 ñ u� v � 480.

480

6
� 8 ñ 6|p604� 124q.

Tvrdenie 11 Nech pG, �q je grupa a prvok a P G. Ak existuje k P N , že
ak � e, tak Gkpaq � tai; i � 1, 2, � � � , ku je cyklická podgrupa grupy G.

Dôkaz.
Vyplýva to priamo z defińıcie cyklickej grupy. 


Tvrdenie 12 Každá podgrupa cyklickej grupy je cyklická grupa.

Dôkaz.
Nech pH, �q je podgrupa grupy pG, �q. Ak G je cyklická grupa a   a ¡� G,
potom pre každé x, y P H existujú u, v P Z s vlatnost’ou x � au a y � av.
Pretože x � y P H, tak x � y � au � av � au�v.
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Cvičenie 7 Nájdite všetký cyklické podgrupy grupy pM, �q ak
a) pM, �q � pZ5,�q;
b) pM, �q � pZ5zt0u, . q;
c) pM, �q � pZ6,�q;
d) pM, �q � pZ7zt0u, . q;
e) pM, �q � pZ8,�q.

Riešenie Cv. 7.

a) Majme pZ5,�q. Potom

Mp0q �t0u,
Mp1q �Z5,

Mp2q �t2, 4, 6, 8, 10, . . . u � t2, 4, 1, 3, 0u r5s,
Mp3q �t3, 6, 9, 12, 15, . . . u � t3, 1, 4, 2, 0u r5s,
Mp4q �t4, 8, 12, 16, 20, . . . u � t4, 3, 2, 1, 0u r5s.

Vid́ıme, že ak a P Z5zt0u, potom Mpaq � Z5.

b) Pretože Z5zt0u � t1, 2, 3, 4u, tak

Mp1q �t1u,
Mp2q �t2, 22, 23, 24, � � � u � t2, 4, 3, 1u r5s,
Mp3q �t3, 9, 27, 81, 243, � � � u � t3, 4, 2, 1u r5s,
Mp4q �t4, 16, 64, 256, � � � u � t4, 1u r5s.

c) Majme pZ6,�q, teda Z6 � t0, 1, 2, 3, 4, 5u, tak

Mp0q �t0u,
Mp1q �t0, 1, 2, 3, 4, 5u,
Mp2q �t2, p2� 2q, p4� 2q, � � � u � t2, 4, 0u r6s,
Mp3q �t3, 6, 9, � � � u � t3, 0u r6s,
Mp4q �t4, 8, 12, 16, � � � u � t4, 2, 0u r6s,
Mp5q �t5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, � � � u � t5, 4, 3, 2, 1, 0u r6s.
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d) Majme pZ7zt0u, . q. Potom

Mp1q �t1u,
Mp2q �t2, 22, 23, 24, � � � u � t2, 4, 1u r7s,
Mp3q �t3, 9, 27, 81, 243, � � � u � t3, 2, 6, 4, 5, 1uu r7s,
Mp4q �t4, 16, 64, 256, � � � u � t4, 2, 1, uu r7s,
Mp5q �t5, 52, 53, 54, � � � u � t5, 4, , , , uu r7s,
Mp6q �t6, 62, 63, 64, � � � u � t6, 1, , , , uu r7s.

e) pZ8,�q

Mp0q �t0u,
Mp1q �Z8,

Mp2q �t2, 4, 6, 0u,
Mp3q �t3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, � � � u � t3, 6, 1, 4, 7, 2, 5, 0u r8s,
Mp4q �t4, 8, 12, � � � u � t4, 0u r8s,
Mp5q �t5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, � � � u � t5, 2, 7, 4, 1, 6, 3, 0u r8s,
Mp6q �t6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, � � � u � t6, 4, 2, 0u r8s,
Mp7q �t7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, � � � u � t7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0u r8s.

1.4 Lagrangeova veta a jej dôsledky

ešte doplńım, počet prvkov grupy, podgrupy,...

1.5 Symetrické grupy, permutácie (18.3.2019)

Cvičenie 8 Máme odbĺ̌znik D2 s vrcholmi A,B,C.D. Bijekcie (symetrické
zobrazenia) fi : D2 Ñ D2:

• f0 – všetko nechá na mieste.

• f1 – osová súmernost’ horizontálne.

• f2 – osová súmernost’ vertikálne.

• f3 – súmernost’ podl’a stredu.
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I � f0 �
�
�A B

C D

�

, f1 �

�
�C D

A B

�

, f2 �

�
�B A

D C

�

, f3 �

�
�D C

B A

�


(1)

Všimnime si, že pre každú fi plat́ı: fi � fi � f 2
i � f0. Na množine zobrazeńı

D2 � tf0, f1, f2, f3u je binárna operácia skladania � uzavretá:

� I f1 f2 f3
I I f1 f2 f3
f1 f1 I f3 f2
f2 f2 f3 I f1
f3 f3 f2 f1 I

Table 2: Calyeho tabul’ka pre binárnu operáciu �.
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Napŕıklad f2 � f3. Podl’a (1):

f2 �
�
�B A

D C

�

, f2 � f3 �

�
�C D

A B

�

� f1.

Vskutočnosti ak i, j, k P t1, 2, 3u a k � i, j, potom

fi � fj �
$&
%

I, i � j

fk, i � j

Teda pD2, �q je necyklická grupa s neutrálnym prvkom I.

Poznámka 5 Nech pG, �q je štvor-prvková grupa (|G| � 4). Potom sú len
dve možnosti bud’ je cyklická, alebo nie je cyklická.
Ak je cyklická, tak je izomorfná s pZ4, `q.
Ak nie je cyklická, potom každý jej prvok rôzny od neutrálneho prvku e
(rpeq � 1) muśı byt’ rádu 2. To znamená, že ak G � te, a, b, cu, tak a2 �
b2 � c2 � e. Otázkou je, čomu sa rovná a � b. Je jasné, že a � b P te, a, b, cu.
Ak

a � b � e ñ a � b � a � a ñ a � b; (2)

a � b � a ñ a � b � a � e ñ b � e; (3)

a � b � b ñ a � b � e � b ñ a � e; (4)

Všetky tri pŕıpady (2)–(4) sú sporom s predpokladom, teda zostáva jediná
možnost’ a � b � c. Analogicky by sme ukázali, že b � a � c. Teda ak
štvorprvková grupa pG, �q nie je cyklická, potom je izomorfná s abelovou
grupou, ktorá je daná nasledujúcou Caleyho tabul’kou 3:
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� e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Table 3: Calyeho tabul’ka pre binárnu operáciu �.

Z toho vyplýva, že štvorprvková grupa je vždy abelova.

Defińıcia 7 Nech A je konečná množina. Potom každá usporiadaná n-tica
pozostávajúca z navzájom rôznych prvkov množiny A sa nazýva permutácia.

Poznámka 6 Nech |A| � n, n ¡ 0. Kol’ko n-t́ıc môžeme zostavit’ z prvkov
množiny A, ak každý prvok smieme použit’ práve raz? Máme teda n-prázdnych
poĺıčok, na ktoré budeme postupne umiestňovat’ prvky z množiny A. Hl’adáme
všetky permutácie px1, x2, . . . , xnq, kde xi P A a pre @i � j plat́ı xi � xj.

Ak začneme tvorit’ n-tice od prvého poĺıčka, tak na prvé poĺıčko máme n
možnost́ı, na druhé n�1 možnost́ı atd’., až nakoniec na posledné poĺıčko nám
zostane práve jeden prvok. Takže máme n � pn � 1q � � � � � 2 � 1 rôznych n-t́ıc.
Čı́slo ktoré dostaneme, označ́ıme n! a voláme n-faktoriál. To znamená, že
n! � n � pn� 1q � � � � � 2 � 1 a 0! � 1. 


Poznámka 7 Ak M je konečná množina a |M | � n, a K � t1, 2, � � � , nu,
tak existuje bijekcia ψ : K ÑM (prvky množiny M ”oč́ıslujeme”). Množinu
M môžeme teraz naṕısat’:

M � tψp1q, ψp2q, � � � , ψpkqu.

Teda otázka kol’ko bijekcii existuje na množine K je ekvivalentný s otázkou
kol’ko n-tic vieme vytvorit’ z prvkov množiny K tak, že ani jeden sa nebude
opakovat’. V Poznámke 6 je táto úloha vyriešená. V algebre sa bijekcia na
konečnej množine volá tiež permutácia. Bijekcie vytvárajú grupu s operáciou
násobenia (skladania) bijekcii. Nazýva sa tiež grupa symetrii resp. symet-
rická grupa. Množina všetkých bijekcíı na M sa označuje Sn (|M | � n) a
pSn, �q sa tiež nazýva symetrická grupa.
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x f0 f1 f2 f3 f4 f5
a a b c b a c
b b c a a c b
c c a b c b a

Table 4: Bijekcie fi : M ÑM , i � 0, � � � , 5.

Pŕıklad 7 Nech M � ta, b, cu. Vytvorme všetky možné usporiadané trojice:

tpa, b, cq, pb, c, aq, pc, a, bq, pb, a, cq, pa, c, bq, pc, b, aqu
Nech fi : M Ñ M je bijekcia daná tabul’kou 4: Vypoč́ıtame fi � fj pre @i, j
pomocou Tab. 4. Napŕıklad f4 � f2:

f2pf4paqq � f2paq � c, f2pf4pbqq � f2pcq � b, f2pf4pcqq � f2pbq � a,

f6 � f4 � f2 : a ÞÑ c, b ÞÑ b, c ÞÑ a.

V tabul’ke 5 sú všetky fi � fj, i, j P t0, � � � , 5u. Ak označme S3 množinu

� f0 f1 f2 f3 f4 f5
f0 f0 f1 f2 f3 f4 f5
f1 f1 f2 f0 f5 f3 f4
f2 f2 f0 f1 f4 f5 f3
f3 f3 f4 f5 f0 f1 f2
f4 f4 f5 f3 f2 f0 f1
f5 f5 f3 f4 f1 f2 f0

Table 5: Všetky možné fi � fj , i, j P t0, � � � , 5u

všetkých bijekcíı z M na M , tak pS3, �q je grupa, ktorá nie je komutat́ıvna,
neutrálny prvok I � f0 je identické zobrazenie f0pxq � x, pre každé x P M .
Počet prvkov grupy pS3, �q je |M |! � 3! � 6.

Cyklus permutácie – cyklická permutácia

Pŕıklad 8 Nech M � t0, 1, 2, 3, 4, 5u a f P S6 (S6 je množina všetkých
permutácíı na M) je v nasledujúcej tabul’ke 6:
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M 0 1 2 3 4 5
f 1 3 5 0 4 2

Table 6: Permutácia f na množine M .

Permutáciu f môžeme rozložit’ na:

φ1 � p0, 1, 3q, φ2 � p2, 5q.
Zaṕı̌sme do tabul’ky všetky tri premutácie f , φ1, a φ2:

M 0 1 2 3 4 5
φ1 1 3 2 0 4 5
φ2 0 1 5 3 4 2
f � φ1 � φ2 1 3 5 0 4 2

Table 7: f � φ1 � φ2 � φ2 � φ1.

Permutáciam φ1 a φ2 hovoŕıme cykly.

Defińıcia 8 Nech X � tx1, x2, � � � , xku. Bijekciu φ : X Ñ X definovanú
predpisom

φpxiq �
$&
%

xi�1, i   k

x1, i � k

nazývame cyklus a č́ıslo k nazývame dĺ̌zka cyklu. V prṕade, že k � 2, tak
cyklus nazývame transpoźıcia.

Poznámka 8 (i) Cyklus φ sa zvykne zapisovat’ pomocou zátvorky:

φ � px1, x2, � � � , xk�1, xkq.
Z defińıcie vyplýva, že

φ � px1, x2, � � � , xkq � px2, x3, � � � , xk, x1q � � � � pxk, x1, � � � , xk�2, xk�1q.
(ii) V Pŕıklade 8 sa permutácia f skladá z dvoch cyklov: cyklus φ1 dĺ̌zky 3 a
cyklus φ2 dĺ̌zky 2. Alternat́ıvne zápisy:

φ1 � p0, 1, 3q � p1, 3, 0q � p3, 0, 1q, φ2 � p2, 5q � p5, 2q.
Permutácia φ2 je transpoźıcia.

18



Tvrdenie 13 Každá premutácia sa dá naṕısat’ ako súčin transpoźıcíı.

Dôkaz.
Ak φ � pa1, a2, � � � , akq je cyklus, potom

φ � pa1, a2, � � � , akq � pa2, a3, � � � , ak, a1q � � � � pak, a1, � � � , ak�1q.

Teda postupne presunieme prvok a1 na posledné miesto:

φ � pa1, a2qloomoon
T1

� pa1, a3qloomoon
T2

� � � � � pa1, akloomoon
Tk�1

q.

Pretože Ti, i � 1, � � � k � 1 sú transpoźıcie a každá permutácia f konečnej
množiny M s kardinalitou n sa dá naṕısat’ ako súčin konečného počtu navzájom
disjktných cyklov φ1, � � �φs, kde s ¤ n, tak

f � φ1 � � � � � φs � T1 � � � � � Tk1�1looooooomooooooon
φ1

� � � � � Tks�1.




Pŕıklad 9 Zaṕı̌sme permutáciu f � φ1 � φ2 z pŕıkladu 8 pomocou trans-
poźıcii: označme

φ1 � p0, 1, 3q ñ T1 � p0, 1q, T2 � p0, 3q ñ φ1 � T1 � T2
φ2 je transpozicia a teda

M 0 1 2 3 4 5
T1 1 0 2 3 4 5
T2 3 1 2 0 4 5
T1 � T2 1 3 2 0 4 5

Table 8: T1 � T2 � φ1.

f � T1 � T2 � φ2.

Ale ak zmeńıme poradie T1 a T2 dostane cyklus g � T2 � T1
Máme dva cykly φ1 � p0, 1, 3q a φ4 � p0, 3, 1q.

19



M 0 1 2 3 4 5
T2 3 1 2 0 4 5
T1 1 0 2 3 4 5
T2 � T1 3 0 2 1 4 5

Table 9: T1 � T2 � T2 � T1, tab. 8.

Tvrdenie 14 Ak cykly φ1, φ2 sú disjuktné, potom φ1 � φ2 � φ2 � φ1.

Dôkaz.

Tvrdenie 15 Ak cykly φ1, φ2 sú disjuktné, potom pφ1 � φ2qn � φn1 � φn2 , pre
n P Z.

Dôkaz.
Ked’̌ze binárna operácia � je asociat́ıvna a φ1, φ2 sú disjunktné cykly, tak

pφ1 � φ2qn � pφ1 � φ2q � pφ1 � φ2q � � � pφ1 � φ2qlooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon
n�times

� φn1 � φn2 ,

pre n P N . Ak n � 0, tak I � pφ1 � φ2q0 � φ0
1 � φ0

2 � I � I � I. Nech n ¤ 0.
Označme k � �n P N . Potom

pφ1 � φ2qn � pφ1 � φ2q�k � pφ�1
2 � φ�1

1 qk � φ�k1 � φ�k2 � φn1 � φn2 ,

pretože cykly φ�1
2 , φ�1

1 sú disjuktná a teda φ�1
1 � φ�1

2 � φ�1
2 � φ�1

1 . 


Defińıcia 9 Nech M � ta1, a2, � � � , anu a permutáciu f : M ÑM :

fpa1, a2, � � � , anq � pfpa1q, � � � , fpanqq � paf1 , � � � , afnq.

Nech i   j Inverziou nazveme dvojicu prvkov pai, ajq, pre ktorú plat́ı: ak
i   j, potom fi ¡ fj.

Permutácia f sa nazýva párna, ak má párny počet inverzíı a nepárna, ak
má nepárny počet inverzíı.
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Cvičenie 9 Nech M � ta1, a2, a3, a4u a

fpa1, a2, a3, a4q � pfpa1q, fpa2q, fpa3q, fpa4qq � pa3, a4, a1, a2q.
p1, 2, 3, 4q Ñ pf1, f2, f3, f4q � p3, 4, 1, 2q.

a3 : 1, 2   3 & f3   f1, f2 2 inverzie pa3, a1q, pa3, a2q;
a4 : 1, 2   4 & f4   f1, f2 2 inverzie pa4, a1q, pa4, a2q;
a1 : 1   2 & f1   f2 nemá inverzie.

Permutácia f je párna, má 4 inverzie.

Poznámka 9 (Alternat́ıvna podgrupa) Ak označ́ıme P párnu permutáciu
a N nepárnu permutáciu, potom pre operáciu � (skladanie zobrazeńı) plat́ı:

� P N
P P N
N N P

Ak P je množina všetkých párnych permutácíı a N množina nepárnych per-
mutácii, potom pM, dq, kde M � tP ,N u a X d Y � tx � y; x P X, y P Y u,
X, Y P M , je grupa izomorfná s grupou pZ2, `2q. Neutrálnym prvkom
množina párnych permutácii P. Táto grupa sa zvykne nazývat’ alternat́ıvna
podgrupa.

1.6 Rozklad grupy pomocou podgrupy

Tvrdenie 16 Nech pS, �q je podrupa grupy pG, �, eq, kde e je neutrálny pr-
vok. Ak Su � tx � u, ; x P Su, u P G, tak pre @ P a, b P G plat́ı, že

Sa � Sb alebo SaX Sb � H.
Naviac |S| � |Sa|, pre @a P G.

Dôkaz. Pretože e P S, potom e � u P Suñ u P Su @u P G.
Nech a, b P G a x P SaX Sb. Potom Ds1, s2 P S

s1 � a � x � s2 � bô
ô s1 � x � a�1 ô s1 � s2 � b � a�1 ô s�1

2 � s1 � b � a�1

b � ps�1
2 � s1q � a P Sa
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Nech x P Spbq potom Dsb P S

x � sb � b � sb � pps�1
2 � s1q � aq � psb � s�1

2 � s1q � añ x P Sa (5)

Anologicky z
a � ps2 � s�1

1 q � b P Sb

y P Sañ y P Sb (6)

(6) a (5) implikujú Sa � Sb. Teda ak SaX Sb � H, tak Sa � Sb. 


Pŕıklad 10 Ak pG, �q � pZ10, `10q a S � t0, 2, 4, 6, 8u, l’ahko nahliadneme,
že pS, `10q je podgrupa grupy G a plat́ı, že Sp1q � Sp3q � Sp5q � Sp7q �
Sp9q � A, Sp0q � Sp2q � Sp4q � Sp6q � Sp8q � S a S Y A � G. (Pozri
Tab. 10.)

Sp0q Sp1q Sp2q Sp3q Sp4q Sp5q Sp6q Sp7q Sp8q Sp9q
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1
4 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3
6 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5
8 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7

Table 10: Spaq, a P G (Pr. 10)
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Nech X ` Y � tx `10 y; x P X, y P Y u, pre X, Y � G a G1 � tA, Su.
Potom pG1,`, Sq � pZ2, `2q. G1 � Z10{S.

` S A
S S A
A A S

Cvičenie 10 Rozložte grupu pZ15, `15q podl’a S � t0, 5, 10u.

Riešenie
L’ahko oveŕıme, že pS, `15q je podgrupa pZ15, `15q. Zist́ıme Spxq, x P Z15.
Dostaneme rozklad množiny Z15 na 5 disjuktných množ́ın Ai (analogicky ako
v Pr. 10). Ak označ́ıme neutrálny prvok S � e a

a1 � t1, 6, 11u, a2 � t2, 7, 12u, a3 � t3, 8, 13u, a4 � t4, 9, 14u,
potom množina G � te, a1, a2, a3, a4u s binárnou operáciou `15 je izomorfná
s grupou pZ5, `5q (pG,`15q � pZ5, `5q). 


Tvrdenie 17 Nech H je podgrupa grupy G. Ha � Hb prave vtedy ak ab�1 P
H.

Dôkaz. ñ Nech Ha � Hb, teda pre h P H h � a P Hb a teda Dha P H
ha � hab. To implikuje

h�1
a h � ba�1.

h�1
a h � ba�1 P H

ð Ak h � ab�1 P H, tak hb � a P Hb a h�1 � ba�1 P H, teda

h�1a � b P Ha
Ha � Hb. 


Tvrdenie 18 Nech H je podgrupa grupy G. Ak Ha � Hb, potom Hac �
Hbc pre každé c P G.

Dôkaz.
Podl’a Tvrdenia 17 stač́ı ukázat’, že acpbcq�1 P H. Ale

acpbcq�1 � acc�1b�1 � ab�1 P H.
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Poznámka 10 Tvrdenie: Ak Ha � Hb potom že pre každé c P G nemuśı
vždy platitt’: Hca � Hcb. Ak by platilo, potom

capcbq�1 � cpab�1qc�1 � chc�1 P H.

Poznámka 11 Kedy bude platit’ nasledujúce tvrdenie:
Ak x P Ha a y P Hb, potom xy P Hpabq?

Ak x P Ha a y P Hb, potom existujú prvky hx, hy P H s vlastnost’ou, že

x � hxa & y � hyb.

Hl’adáme odpoved’ na otázku: Kedy existuje také h0 P H, že

xy � phxaqphybq � h0pabq?

Ak xy � phxaqphybq � h0pabq, tak

xy � phxahyqb � ph0aqb ô hxahy � h0a ô a�1hxa � h0h
�1
y P H.

To je pravdaže ekvivalentné s tým, že aha�1 P H, pre každé a P G.

Defińıcia 10 Podgrupa H grupy G sa nazýva normálna, ak @a P G @h P H
aha�1 P H.

Poznámka 12 Ak G je komutat́ıvna grupa (Abelova grupa), potom každá jej
podgrupa je normálna.

1.7 Faktorizácia grupy podl’a podgrupy

Nech H je podgrupa grupy G. Potom H � tHa; a P Gu je disjuktny rozklad
grupy G. t.z. že Ha � Hb, alebo Ha X Hb � H. resp. ak ρ � G2 a
ρ � tpx, yq P G2; Dh P H y � hxu potom ρ je reláciou ekvivalenie.

Defińıcia 11 Nech α je že relácia ekvivalencie. Ak plat́ı:

pa, bq, pc, dq P α ñ pa � c, b � cq P α.

potom relácia ekvivalencie sa nazýva kongruencia.
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Poznámka 13 a) Ak α je kongruencia a A,B,C sú triedy ekvivalencie, po-
tom pre l’ubovol’né a, b P A a x, y P B

x � a P C ô y � b P C.
b) Ak H je normálna podgrupa grupy G, potom faktorizácia podl’a podgupy
H je kongruenciou.

Pŕıklad 11

Nech M � ta, b, c, du a pG, �q je grupa všetkých permutácii na M . Nech
f � pa, b, c, dq a g � pa, bq sú cykly a H � tfk; k P Zu. Potom pH, �q je
cyklická podgrupa grupy G. Ak H je normálna podgrupa, potom pre @p P G
a @h P H plat́ı:

p � h � p�1 P H,
teda aj pre transpoźıciu g a premutáciu f . Pretože g�1 � g, tak

g � f � g�1 � g � f � g
a

pg � f � gqpa, b, c, dq � gpfpgpa, b, c, dqqq � gpfpb, a, c, dqq
� gpc, b, d, aq � pc, a, d, bq R H.

Pripomı́name, že množina H má 4 prvky. Tvoria ju len mocniny permutácie
f : H � tf 0, f, f 2, f 3u. To znamená, že H nie je normálna podgrupa grupy
G.

1.8 Grupovy homomorfizmus

Defińıcia 12 Nech pG, �, eGq, pH, �, eHq sú grupy. Potom zobrazenie

f : GÑ H

nazývame homomorfizmus (resp. grupovy homomorfizmus), ak pre @a, b P G
plat́ı

fpa � bq � fpaq � fpbq.
Tvrdenie 19 : Nech G,H sú grupy a f : GÑ H je homomorfizmus. Potom
a) fpeGq � eH
b) @a P G fpa�1q � pfpaqq�1.
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Dôkaz.
a) Ak a P G, tak a � a � eG a teda fpaq � fpa � eGq. Pretože f je grupový
homomorfizmus, tak fpaq � fpaq � fpeGq. A z rovnice

fpaq � fpaq � eH � fpaq � fpeGq
vyplýva, že eH � fpeGq.
b) Ak a P G, tak a � a�1 � eG a teda

eH � fpa � a�1q � fpaq � fpa�1q ñ pfpaqq�1 � fpa�1q.



Defińıcia 13 Nech pG, �, eGq, pH, �, eHq sú grupy a f : G Ñ H je homo-
morfizmus. Potom množina Kerpfq � ta P G; fpaq � eHu sa nazýva jadro
homomorfizmu f .1

Tvrdenie 20 : Nech pG, �, eGq, pH, �, eHq sú grupy a f : G Ñ H je homo-
morfizmus. Potom Kerpfq je normálna podgrupa G.

Dôkaz.
Najskôr ukážeme, že Kerpfq je grupa:

Asociativita: Pretože Kerpfq � G, tak pre dvojicu pKerpfq, �q asociat́ıvny
zákon plat́ı.

Uzavretie na binárnu operáciu �: Nech a, b P Kerpfq, potom fpa � bq �
hpaq � hpbq � eH � eH � eH a teda a � b P Kerpfq.
Neutrálny prvok: Pretože eH � fpeGq, tak eG P Kerpfq.
Existencia inverzného prvku: Nech a P Kerpfq. Potom eH � fpeGq � hpa �
a�1q � fpaq � fpa�1q � eH � fpa�1q. Teda fpa�1q � eH a z toho vyplýva, že
a�1 P Kerpfq.

Takže Kerpfq � G je podgrupa grupy G. Ešte muśıme ukázat’, že ide o
normálnu podgrupu. To znamená, že @a P G a @u P Kerpfq a � u � a�1 P
Kerpfq.
Nech a P G a u P Kerpfq, potom

fpa � u � a�1q � fpaq � fpuq � fpaq�1 � fpaq � eH � fpaq�1 � eH .

Z toho vyplýva, že a � u � a�1 P Kerpfq, čo znamená, že Kerpfq je normálna
podgrupa. 


1tu som skoncila 25.3.2019
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1.9 Vol’né grupy

Nech X � H. Množinu X budeme nazývat’ abeceda. Vol’n’a grupa sa nazýva
grupa, ktorú vytvorime pomocou abecedy X nasledovne:

1. Označme nejaký prvok e R X. Prvok e nazveme neutrálnym prvkom.

2. K množine X pridáme jednoprvkovú množinu teu: X Y teu.
3. Ku každému prvku a P X pridáme prvok, ktorý označ́ıme a�1. Množinu

týchto prvkov označ́ıme X�.

4. Označme FGpXq množinu všetkých slov, ktoré môžeme vytvorit’ z množiny
X Y teu YX�.

5. Zavedieme pravidlo redukcie: ea � ae � a @a P X Y teu Y X� a
aa� � a�a � e @a P X.

6. Zavedieme operáciu ret’azenia prvkov ai P X Y teu Y X� a n P N :
a1a2 . . . an. Ret’azec a1a2 . . . an � w budeme nazývat’ slovo. Prvok e
sa nazýva prázdne slovo. Množina slov FGpXq s pravidlom redukcie a
binárnou operáciou ret’azenia: w, u P FGpXq, potom wu, uw P FGpXq
tvoria najvšobecneǰsiu grupu nad množinou (abecedou) X.

Pŕıklad 12 Nech X � t2u. Potom FGpXq � 〈t2u〉 � t2k; k P Zu.
Čo sme spravili:
Pridali sme k X neutrálny prvok 1 a inverzý k 2, čo je 2�p� 2�1q. Dostali
sme množinu

X � X Y teu YX� � t2u Y t1u Y t2�u.
Potom každý prvok a P G sa dá naṕısat’ ako ret’azec nejakých prvkov z X :

a � a1a2 � � � an ai P X , i � 1, 2, . . . , n.

Napŕıklad slovo

w � 22�22�2�2� � 22�loomoon
e

22�loomoon
e

2�2� � 2�2� � p2�q2 � �2�1
�2 � 2�2

To znamená, že Ds P Z s vlastnostt’ou

w � a1a2 � � � an � 2s.

K prvku (slovu) a1a2 � � � an máme redukovaný prvok (redukované slovo) 2s.

27



Pŕıklad 13 Nech X � ta, bu. Pridajme sme k X neutrálny prvok e a
formálne inverzé prvky k a, b, čo je a�1, b�1. Dostali sme množinu

X � X Y teu YX� � ta, bu Y teu Y ta�1, b�1u.
Potom každý prvok c P 〈X〉 � G sa dá naṕısat’ ako ret’azec prvkov z X :

c � c1c2 � � � cn ci P X , i � 1, 2, . . . , n.

Napŕıklad ak slovo c � aaabbba�1a�1a�1b�1aa�1b�1bbbbb je

c � paaaqpbbbqpa�1a�1a�1qppb�1paa�1qpb�1bqbqloooooooooomoooooooooon
e

bbbq,

potom slovo c v redukovanom tvare je

c � a3b3a�3b3

konštrukcia vol’nej grupy:
Nech X � H a X � X Y teu Y X�. Potom každý prvok c P FGpXq sa dá
naṕısat’ ako ret’azec nejakých prvkov z X :

c � ak11 . . . aknn ,

ai P X , i P Z, Ak je slovo v redukovanom tvare, potom ai P X YX
1

. Grupa
FGpXq sa nazýva vol’ná grupa (free group) a od toho označenie FGpXq �
〈X〉.

Tvrdenie 21 Nech X � H, G je grupa a f : X Ñ G je zobrazenie. Potom
existuje práve jeden homorfizmus z φ : FGpXq Ñ G s vlastnost’ou, že @x P X
fpxq � φpxq.
Pŕıklad 14 Nech X � ta, b, c, du a G � pZ6,�q. Nech

fpaq � fpbq � 1, fpcq � 3, fpdq � 2.

Pretože φ je homorfizmus, tak

fpa�1q � fpb�1q � 5, fpc�1q � 3, fpd�1q � 4,

a pre c P FGpXq, c � ak11 . . . aknn

φpcq � φpak11 . . . aknn q � φpa1qk1 . . . φpanqkn ,
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napr. slovo a3b5acd P FGpXq pre

φpa3b5acdq �3φpaq � 5φpbq � φpaq � φpcq � φpdq � 3� 5� 1� 3� 2 � 2.

φpa2bcq �2φpaq � φpbq � φpcq � 0.

E � Kerpφq �tu P FGpXq; hpuq � 0u � te, cc, c�1, c�1, ddd, aaaaa, bbbbb . . . u
�te, c2, c�2, d3, a4, b4, c2a4, a2bc, acd, cad, dac, cbd . . . u

Poṕısat’ všetky prvky nie je možné, ale pož́ıvajú sa obecne známe postupy pre
konštrukciu grupy. Tvorme teraz triedy:

F1 �tu P FGpXq; hpuq � 1u � ta, b, d2c, a4c, b4c, . . . u
F2 �tu P FGpXq; hpuq � 2u � ta2, b2, d, a4, . . . u
F3 �tu P FGpXq; hpuq � 3u � ta3, b3, c, ad, bd, . . . u
F4 �tu P FGpXq; hpuq � 4u � ta4, b4, . . . u
F5 �tu P FGpXq; hpuq � 5u � ta�1, b�1, d�1a, . . . u

Označme Ew � tvw; v P Eu. Overte že plat́ı: w P Fi práve vtedy, ked’

Ew � Fi.
Ak w P Fi, potom pre @u P E

hpwq � 0� i � hpuq � hpwq � hpuwq,
teda uw P Ew (Fi � Ew).este premysliet

pre

1.10 Pŕıklady

Pŕıklad 15 Zistite či pM, �q je grupa ak pre nejaké pevne zvolené k P R
1. k � 0, M � R, a � b � a� b� kab;

2. k � 0, M � R � t 1
k
u, a � b � a� b� kab;

3. k P R, M � R, a � b � a� b� k;

4. M � R � t0u, a � b � abk, k � 0;
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5. k ¡ 0, M � tx�y?k; x, y P Ru, a�b � a�b (Je to okruh a jednotkou).

6. k � 0, M � R � t0u a � b � a
b

Riešenie:

1. k � 0, M � R, a � b � a � b � kab; Nie je pM, �q je grupa. Napŕıklad
ak a � 1

k
, potom pre každé b P R

a � b � 1

k
� b� k

1

k
b � 1

k
.

Teda rovnica
1

k
� x � 1

k

má nekonečne vel’a riešeńı.

2. k � 0, M � R � t 1
k
u, a � b � a� b� kab;

Je to grupa: operácia � je asociat́ıvna, e � 0, a�1 � a
ka�1

.

3. k P R, M � R, a � b � a� b� k;
Je to grupa: operácia � je asociat́ıvna,

a � e � a� e� k � añ e � k

a
k � a�1 � a � a�1 � a� k ñ a�1 � 2k � a

Je to grupa: e � k, a�1 � 2k � a.

4. M � R � t0u, a � b � abk, k � 0; Nech a, b, c P R � t0u, potom
Asociat́ıvnost’:

pa � bq � c � kpkabqc � k2abc

a � pb � cq � kapkbcq � k2abc

Neutrálny prvok a � e � a

a � e � kae � a

e � 1

k
.
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Inverzný prvok a�1 � a � 1
k
:

ka�1a � 1

k

a�1 � 1

k2a
.

T.z. pM, �q je grupa.

5. k ¡ 0, M � tx� y
?
k; x, y P Ru, a � b � a� b. Najskôr, ukáěme, že �

je bin.op.: Nech a, b PM , potom

a � xa � ya
?
k, b � xb � yb

?
k.

Teda

a � b � pxa � ya
?
kq � pxb � yb

?
kq � pxa � xbq � pya � ybq

?
k PM.

Asociat́ıvnost’:
Neutrálny prvok a � e � a

a � e � pxa � ya
?
kq � pxe � ye

?
kq � xa �

?
kya

xe � ye
?
k � 0,

Teda e � 0 � 0
?
k � 0. Inverzný prvok a�1 � a � 0: l’ahko zist́ıme, že

a�1 � �xa � ya
?
k. T.z. pM, �q je grupa.

6. k � 0, M � R � t0u a � b � a
b

Asociativita:

pa � bq � c � a

b
� c �

a
b

c
� ac

b

a � pb � cq � a � b
c
� a

b
c

� ac

b

pM, �q je pologrupa.
Neutrálny prvok:

a � e � a ñ a

e
� a ñ e � 1

e � a � a ñ e

a
� a ñ e � a2

Existuje pravý netrálny, l’avý neexistuje. Nie je to grupa.
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Pŕıklad 16 Nech k � 0, M � R � t 1
k
, 0u, a � b � a

b
, a � b � a � b � kab.

Zistite, či plat́ı distribut́ıvny zákon:

1. pa � bq � c � pa � cq � pb � cq
2. c � pa � bq � pc � aq � pc � bq
3. c � pa � bq � pc � aq � pc � bq
4. pa � bq � c � pa � cq � pb � cq

Riešenie:

1.

pa � bq � c � a� b� kab

c

pa � cq � pb � cq � a

c
� b
c
� ac� bc� kab

c2
.

Teda
pa � bq � c � pa � cq � pb � cq

2.
c � pa � bq � c

a � b �
c

a� b� kab

pc � aq � pc � bq � c

a
� c
b
� ac� bc� kc2

ab
c � pa � bq � pc � aq � pc � bq.

3.

c � pa � bq � c� a

b
� kac

b

pc � aq � pc � bq � a� c� kac

b� c� kbc

c � pa � bq � pc � aq � pc � bq
4.

pa � bq � c � a

b
� c � a

b
� c� kac

b
� a� bc� kac

b

pa � cq � pb � cq � a� c� kac

b� c� kbc

pa � bq � c � pa � cq � pb � cq
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