Algebraické struktiry

1 Grupa
Definicia 1 Nech (G, *) je pologrupa. Ak
1. v (G, *) ezistuje neutrdlny prvok e,
2. Ya e G 3d' € G s vlastnostou, Ze a+a' =a’ +a = e,
potom (G, =) sa nazgva grupa.
Poznamka 1 Grupa je teda monoid uzavrety na inverné pruky.

Tvrdenie 1 (Veta o krdteni) Nech (G, =) je pologrupa a Ya,b € G ezistuje
jednoznacné riesenie rovnic:

a*r=b a y+ra=H>.
Potom z rovnosti a«b =axc (b+a = c=*a) vypljva, Ze b = c.

Dokaz.
Nech a,y € G Potom 3!b € G s vlatnostou, ze a+b = y. Teday = a+b = a=c,
potom b =c. =

Tvrdenie 2 Nech dvojica (G, =) je pologrupa. (G, *) je grupa prdave vtedy
ak Ya,b e G existuje jednoznacné riesenie rovnic:

arx=0b a y=+a=>.



Dokaz.
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Nech (G, =) je grupa a a,b € G. Potom

ax*r =1y
as(asx)=d =y
(a+a)+x=0d=*y
x=a +y.
Teda vzdy existuje jediné x = a’ = b. Analogicky rovnica y * a = b m4 jediné
rieSenie y = b = a'.
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Nech (G, =) je pologrupa a Ya,b € G existuje jednozna¢né riesenie rovnic:

arx=>b a yxa=>h.

Ukdzeme, 7e (G, ) je grupa. Potrebujeme teda ukdzat, Ze existuje neutralny
prvok e a ku kazdému a € G existuje inverzny prvok a’.
Z predpokladu vieme, Ze existuju jednoznacné riesenia rovnic:

axxr=a, Yxa=a.
OznacCme riesenia: * = ap a y = ay. Potom plati:

axa=(a*ap)*a
=a=*(ap*a)
a =ap * a.
Pretoze
arp*a =a = ap * a,

tak z Tvrdenia 1 vyplyva, ze

a teda
e * A=A *€; = Q.



Nech be M, b # a a e, b = b. Potom plati

axb=(axe,)*b
ax(ep*b) =ax* (e *b)
epxb=ezxb

€p =€q4

To znamena, ze existuje neutralny prvok e = e,, pre kazdé € G.
Teraz ukazeme, ze Ya € M Ja’ € M s vlastnostou

l l
a*a =a *a = €.

Vieme, ze rovnice
a*r=e=Yy*a

maju jediné riesenie a y = y * e. Potom
y=y=*(a+x)=(y*a)*x =exx = 1.

Ozna¢me rieSenie rovnic a’. Teda a *a’ = a’ » a = e. To znamena, ze (G, *
b )
je grupa.

Tvrdenie 3 Nech (M, =) je grupa, potom:
1. (d) =a, preYae M;
2. (a=b) =0V «d, preVa,be M;
3. (axb) =d =V prave vtedy ak a b = b= a.
Dokaz.
1. Pretoze a' € M, tak (a') € M a naviac plati
(@) =d =e.

Teda
((a") »d)xa=e=xa
(@) +(a +a)=a

(") = a.



2. Ak a=be M, potom (a*b) € M a plati

(a=b) = (axb)=c¢e
((axb) xa)=b=ce
((a=b) +a)=bs+l =e=b
(@a=b) xa=10
(axb) saxad =V =d

(a=b) =b=d. .
3. Ak a*b="bxa, potom (a=b) = (bxa) a teda
a«b =b+d.
Teraz ukdzeme opacnu implikdciu. Nech a’ =0 = b’ = a’, potom

ax(a«b)=a=b=d)
V= (a=b)=d
bVea=((axb)=d)=a
bVxa=axl

bx (b +a)=0bx(axb)

a=(bxa)=t
axb=(bsa)sb b
axb=">b=a. "

Poznamka 2 Vidime, Ze

e ((axb)xc) ==l «d, preVa,b,ce M;
e ak oznacime axa = a® aad® = a*'xa, prek e I, potoma' = a, a® = e,
al=d aa®=(a*) "= (aV) anavyse a* ™ = a* « a";

Definicia 2 Nech (M, =) je grupa a pre Ya,b€ M a=b = b=a potom dvojica
(M, *) sa nazgva Abelova grupa.

Cvicenie 1 Nech pe N. Dokdizte, Ze
a) (Z,, +) je Abelova grupa pre kazdé p;
b) (Z,\{0}, -) je grupa prdve vtedy, ak p je prvocislo.

4



Cvicenie 2 Zistite ¢i ((Z5\{0})?, o) je Abelova grupa, ak (a,b) o (c,d) =
(a-c,b-d) pre a,b,c,d e Z5\{0}.

Cvicenie 3 Zistite ¢i (Z2, o) je Abelova grupa, ak (a,b)o (c,d) = (a-c,b-d)
pre a,b,c,d € Zs.

Cvicenie 4 Nech M = {[t,s]; t,s € R) a [t1, 51| ®[t2, so| = [t1+12, 51+ o).
Zistite ¢i (M, @) je Abelova grupa.

Cvicenie 5 Nech M = {[t,s]; t,s € {x € R; x > 0}) a [t1,s1] o [t2, 52] =
[t1 - ta, 81 82]. Zistite ¢i (M, o) je Abelova grupa.

Cvicenie 6 Nech M je mnoZina vSetkych matic 2x2, prvky matice si redlne
¢isla a A+ B, A- B st obuyklé operdcie suctu a ndsobenia matic. Zistite ¢i
(M, +) a (M, -) si grupy.

1.1 Podgrupy

Definicia 3 Nech (G,0) a (G, ) si grupy. Ak G1 € G aVa,be Gy aob =
axb (o == na Gy), potom grupa (G1,+*) sa nazgva podgrupa grupy (G, =).

Priklad 1 Mdme grupu (Z12, @12), kde operdcia @12 je standarnd bindrna
operdcia na zvyskovej triede radu 12. Nech Gy = {0,6} a M = {0,1,2}.

e Duojica (Gy, @12) je grupa a teda je podgrupa (Zi9, @1a).

e Mnozina M S Z15 a (M, ®3) je grupa, ale @3 # PB1a. Dvojica (M, @12)
nie je ani grupoid. Napriklad 2@22 =4 ¢ M.

@2 |01 |2 @ | 01]2
0 (01 |2 0 [0]1]2
T 112 | x 1T [1]2]0
2 (2] x| x 2 [2]0]1

Table 1: (M, @12) nie je grupoid a (M, @3) je abelova grupa

Tvrdenie 4 Nech (G, =) je grupa a M < G. (M, =) je podgrupa grupy (G, =)
ak platia nasledujice vlastnosti:



a) (M, =) je grupoid (mnozina M je uzavretd vzhladiom na operdciu =.)
b) Vee M 2’ € M.

Dokaz.
Staci ukdzat, Ze neutrdlny prvok patri do M. Pretoze x € M implikuje ' € M
a z vlastnosti a) dostaneme

a+a =ee M. "

Tvrdenie 5 Nech (G, *) je grupa a M < G. Ak (M, =) je podgrupa grupy
(G, =) prdve vtedy ak Nx,ye M z=y' € M.

Doékaz.
77: 2
Tvrdenie, Ze ak (M, =) je podgrupa grupy (G, =), potom ¥x,y € M x=y' € M,

vypl’yva priamo z definicie podgrupy.
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(i) PreNYae M a+a' € M. Teda ee M.

(ii) Ak a € M, potom e;a € M a teda e+ a' = a' € M. To znamend, Ze
Yae M o € M.

(#ii) Pre Ya,be M z (ii) vyplyva, Ze a,b/ € M a teda a+ (V') =axbe M.

Priklad 2 Uvazujme grupu (Zi2, @12) a S = {2,4,6} Chceme ndjst vsetky
podgrupy (G, @12) grupy (Zia, ®12), pre ktoré plati S < G. G musi byt
uzavretd vzhladom na operdciu @12 a ku kaZdému proku musi existovat in-
verzny. lahko si overime, Ze existuji dve také podgrupy: G = {2,4,6,8,10,0}
a G = Zyy. Teda (G, ®12) a (Z12, ®12). Pretoze G S Zys, tak G je najmensia
takd podgrupa. MnozZina S generuje grupu (G, @12).

1.2 Kalkulus na grupach

Nech (G, ) je grupa. Oznacme a®> = axa. Je zrejme, Ze axaxa = (a*a)+a =
a? + a. 7 asociativity operdcie » vyplijva, Ze a * a®> = a® + a = a>.

Ak povieme, Ze grupa je aditivna, tak bindrnu operdciu ”+” oznacujeme
"+7 tz. axb=a+b, neutralny prvok e = 0 a inverzny prvok k prvku a

zapiseme ako —a (a' = —a).



Definicia 4 Nech (G, =) je grupa a k€ Z a x € G.

a) polozme x* = x a 2% = ¥ « x (multiplikativna grupa);

b) polozme 1 x x =x a k x v = kx = (k— 1)z = x (aditivna grupa);

Tvrdenie 6 Nech (G, *) je grupa. Potom ¥z € G a¥n,k € Z plati:
(1) ¥ =e;
(ii) =% = (a)k;

(iii) x*t" = 2%« 2n;

(iv) (z%)" = z+n.

Doékaz.

(i)

Teda
_ 50 _ .0
ex L =1 %=X = e=2x
(i1)
drr=e=2"=2"tsr =0tz
Teda
-1 r_ -1
x xxr =2 * =4 xr =2x

(iii) a (iv) zrejmé. =
Ak grupu (M, =) nazveme aditivnou, potom piseme (M, +) a plati:
La=(@Y) ' '=—(-a)aas+bt=a—10
2. (axb)'=—(a+b)=—-b—a;
3. ((axb)ysc)t=—c—(a+b)=—c—b—a;



4. ara=(a*.=a+a=2aa(a, =0,

k—1

(@), = a* 1 ea = (Za) +a=(k—-1)a+a,

%

(k—la=a+a+---+a
[
(k—1)— krdt
pre ke N.

5 Ak a+b=0b+ a, potom

a—(a—b)=a+(a+b ) =(a+a ) +b=0+b=0b.

V pripade multiplikativnej grupy sa pouZiva symbol nasobenia redlnych cisel,
t.z. axb=ab=a-b a neutrdlny prvok oznacime 1 (e =1). Ak grupu (M, )
nazveme multiplikativnou, potom piseme (M, -) a

1La=(at) Y
2. (axb) P =(a-b)t=bt-alt=0b"ta";
3. ((asb)ysc)t=ct-b7t.a7t;

4. avra=a-a=a’>aa’=1;

1.3 Cyklicka grupa a podgrupa

Definicia 5 Nech (G, ) je grupa. Nech a € G. Ak existuje n € N s vlast-
nostou, Ze a® = e, potom najmensie tak ¢islo n nazyvame rddom prvku a a
piseme r(a) = n. Ak také ¢islo neexistuje, povieme, Ze prvok md nekonecny
rad.

Poznamka 3 Nie kaZdd grupa nekonecnym poctom prvkov je cyklicka. Napriklad
(R, +).

Definicia 6 Nech (G, +*) je grupa. Ak existuje prvok a € G s vlastnostou, Ze
G = {a"; k € Z}, tak grupa (G,*) sa nazyva cyklickd grupa s generdtorom a
(G =< a >). Najmensie také k nazgvame rdad grupy G (r(G) = k).



Tvrdenie 7 KazZda cyklickd grupa je komutativna.

Dokaz.
Ak < a >= G, tak Vx,y € G existujii u,v € Z s vlastnostou, e v = a* a
y=a". Teda

x*yzau*av=au+v=av+u=av*au=y*x.

Cyklické grupy s nekone¢nym radom

Tvrdenie 8 Ak rdd cyklickej grupy je oo, potom pre Vx € G\{e} plati, Ze
|z| = o0.

Dokaz.
Nech G je nekonecnd cyklickd grupa generovand prvkom a, To znamend. Ze
G={a"yneZ}. Akxe G ax # e, potom x = a" pre nejaké u # 0. Ak
ke Z, potom
2 = (a*)" = a"*.
Pretoze |a| = o0, tak a™ = e prdve vtedy, ak n = 0.
Nech k # 0 a 2% = e. Potom

=a*=e=¢° = uk = 0.

To znamend, Ze k = 0, alebo u = 0. Co je spor s predpokladom, Ze u # 0 a
k #0. Teda || = c0. =

Tvrdenie 9 Nech G je cyklickd grupa nekoneéného radu. Ak x e G ax # e,
potom pre u,v € Z plati, Ze x% = x¥ prdve vtedy, ak u = v.

Dokaz.

”. ”»

=
Ak a* = a’, tak

v 0

Y=ag"""=e=aqa".

a“ = a”

a z predchddzajuceho Tvrdenia 8 dostaneme

prdave vtedy, ak u—v =0 a teda u = v.
<7 Ak u = v tak je zrejme, Ze a* = a’. =
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Priklad 3 Uvedieme nickolko prikladov cyklickijch grip s nekoneénygm rdadom.
e (Z, +) jej generdtor je napriklad 1. To znamend, e < 1 >= Z.

o Ak M ={k-3; ke Z}, tak (M, +) je cyklickd grupa, jej generdtor je
napriklad 3. To znamend < 3 >= M. Je to podgrupa (Z, +).

o Ak H = {2% k € Z}, potom (H, -), kde bindrna operdcia - je klasickd
operdcia nasobenia, je cyklickd grupa s generdtorom 2.

Vsimnime sti, Ze (Z, +), (M, +) a (H, -) st navzdjom izomorfné.

Cyklické grupy s konecnym radom
Poznamka 4 Nie kaZdd grupa konecnym poctom prvkov je cyklickd.

Priklad 4 Nech M = {1,5,7,11}, potom (M, o13) je abelova grupa, kde
bindrna operdcia 015 je klasickd operdcia ndsobenia modulo 12. To znamend,
ze napriklad

bopT7T=2-12+11=11 mod(12).

<1l>={1}, |1]=1
<b>={L,5}, [5|=2
<7>={LT}, |7]=2
<11>={1,11}, [11]=2

Vidime, zZe (M, o15) nie je cyklickd grupa.

Priklad 5 Nech H = {1,3,7,9}, potom (H, o19) je abelova grupa, kde bindrna
operdacia o1 je klasickd operdcia ndsobenia modulo 10. To znamend, Ze
napriklad

3010722'20+1=1 mod(lO)

<l>={1}, [1|=1
<3>={1,3,9,7}, |3 =4
<7>={1,7,9,3}, |7=4
<9>={1,9}, [9]=2
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Vidime, Ze (H, o10) je cyklickd grupa, ktord md rad 4. Jej generdtory si 3 a
7.

Tvrdenie 10 Nech (G, =) je cyklickd grupa konecného ridu. Ak a € G a
la| = n, tak pre u,v € Z plati

a =a < n|(u—v),
kde n|(u — v) znamend, Ze n deli uw — v.

Dokaz.
Nech a* = a¥. Potom a“™° = e = a*, kde k € Z. Pretoze w —v € Z, tak
u—v=gn+r, kdegnreZ a0<r<n. Teda

u—

e=a"=a"" =" +a" =exa" =a".

Pretoze r < n, tak r = 0. (Pripominame, Ze n je najmensie take prirodzené
¢islo, pre ktoré plati a™ = e.) Z toho vyplyva, Ze u—v = gn a teda n|(u—v).

Priklad 6 Mdame grupu (Zs, @¢). Napriklad

4=100-6+4=20-6+4  mod(6).

Teda
u=0604,v =124 = u— v =480.
480
o - 8 = 6](604 — 124).

Tvrdenie 11 Nech (G, *) je grupa a prvok a € G. Ak existuje k € N, Ze
a* = e, tak Gp(a) = {a’; i = 1,2,--- |k} je cyklickd podgrupa grupy G.

Dokaz.
Vyplyva to priamo z definicie cyklickej grupy. =

Tvrdenie 12 KaZda podgrupa cyklickey grupy je cyklicka grupa.

Dokaz.

Nech (H, =) je podgrupa grupy (G, =). Ak G je cyklickd grupa a < a >= G,
potom pre kazdé v,y € H existuji uw,v € Z s vlatnostou x = a* a y = a’.
Pretoze x =y e H, tak x =y = a* = a¥ = o,
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Cvicenie 7 Ndjdite vsetky cyklické podgrupy grupy (M, =) ak

a) (M, ) = (Zs, +);
b) (M, *) = (Z5\{0},.)
C) (M *) = (Z6v+)f
d) (M, +) = (Z:\{0},.);
e) (M, +) = (Zs, +)

Riesenie Cv. 7.

a) Majme (Zs,+). Potom

(0) {0}

(1) =

2) {2 4 6,8,10,...} = {2,4,1,3,0} [5],
(3) ={3,6,9,12,15,...} = {3,1,4,2,0} [5
(4) [

4) ={4,8,12,16,20,...} = {4,3,2,1,0}

S EEEXS

l;
5].
Vidime, ze ak a € Z5\{0}, potom M(a) = Zs.

b) Pretoze Z5\{0} = {1,2,3,4}, tak

M(1) ={1},

M(2) :{2’ 22’ 23’ 24’ T } = {274’ 3, 1} [5]7
M(3) ={3,9,27,81,243,--- } = {3,4,2,1} [5],
M(4) 2{4, 16,64, 256, - - - } = {4, 1} [5]

c) Majme (Zg,+), teda Zg = {0,1,2,3,4,5}, tak

M (0) ={0},

M(1) ={0,1,2,3,4,5},

M(?) 2{2, (2 + 2), (4 + 2), e } = {2,4,0} [6],

M(S) :{3’6797 o } = {370} [6]7

M(4) 2{4, 8,12,16,--- } = {4, 2, O} [6],

M(5) 2{5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, - - - } = {5, 4,3,2,1, 0} [6]

12



d) Majme (Z;\{0},.). Potom

M(1) ={1},
M(2) ={2,2%,2° 2* ...} = {2,4,1} [7],
M(3) ={3,9,27,81,243,--- } = {3,2,6,4,5,1}} [7].,
M(4) ={4,16,64,256, -} = {4,2,1,}} [7],
M(5) ={5,5%,5% 5% .-} = {5,4,,,, }} [7].
M(6) ={6,6%,6°,6%,---} = {6,1,,,,}} [7].
e) (Zs,+)
M(0) ={0},
M(1) =Zs,
M(2) ={2,4,6,0},
M(3) ={3,6,9,12,15,18,21,24,---} = {3,6,1,4,7,2,5,0} [8],
M(4) ={4,8,12,---} = {4,0} [8],
M(5) ={5,10, 15,20, 25, 30, 35,40, - - - } = {5,2,7,4,1,6,3,0} [8],
M(6) ={6,12,18,24,30, 36,42, - - - } = {6,4,2,0} [8],
M(7) ={7,14,21,28,35,42,49,56, - - - } = {7,6,5,4,3,2,1,0} [8].

1.4 Lagrangeova veta a jej dosledky

este doplnim, pocet prvkov grupy, podgrupy,...

1.5 Symetrické grupy, permuticie (18.3.2019)

Cvicenie 8 Mdme odblznik Dy s vrcholmi A, B,C.D. Bijekcie (symetrické
zobrazenia) f; : Dy — Ds:

o fo — vsetko nechd na mieste.
e fi — osovd simernost horizontdlne.
e fy — osovd stimernost vertikdlne.

e f3 — siimernost podla stredu.
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A B C D B A D C
I= fU = ) fl = ) f2 = ) f3 =
C D A B D C B A
(1)
Vimnime si, Ze pre kazdi f; plati: f;o f; = f? = fo. Na mnoZine zobrazeni
Dy = {fo, f1, [, f3} je bindrna operdcia skladania o uzavretd:

o | I | filfal|lfs
I I il fs
Hlh| L | 5] )
||| | h
sl fs| ol ]l

Table 2: Calyeho tabulka pre bindrnu operdciu o.
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Napriklad fy o f3. Podla (1):

B A ¢ D

fo= , faofs= = f1.
D C A B

Vskutoénosti ak i,j,k € {1,2,3} a k # i, j, potom

I, 1=7
fiof; =

Teda (Dy, 0) je necyklickd grupa s neutrdlnym prokom I.

Poznamka 5 Nech (G, *) je $tvor-prvkovd grupa (|G| = 4). Potom si len
dve moznosti bud je cyklickd, alebo nie je cyklickd.

Ak je cyklickd, tak je izomorfnd s (Zy, ®).

Ak nie je cyklickd, potom kazZdy jej prvok rézny od meutrdlneho prvku e
(r(e) = 1) musi byt rddu 2. To znamend, Ze ak G = {e,a,b,c}, tak a* =
b? = c? = e. Otdzkou je, comu sa rovnd a +b. Je jasné, Ze a = b€ {e,a,b,c}.

Ak

arb=e = axb=ara = a=1b (2)
axb=a = axb=axre = b=e¢ (3)
axb=>b = axb=exb = a=c¢ (4)

Vietky tri pripady (2)-(4) si sporom s predpokladom, teda zostdva jedind
moznost a + b = c. Analogicky by sme ukdzali, Ze b+ a = c. Teda ak
stvorprokovd grupa (G, =) nie je cyklickd, potom je izomorfnd s abelovou
grupou, ktord je dand nasledujicou Caleyho tabulkou 3:
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*

QIO T
D[

QS| D™
Q||| D
SO |||

Table 3: Calyeho tabulka pre bindrnu operdciu *.

Z toho vyplyva, Ze stvorprvkovd grupa je vZdy abelova.

Definicia 7 Nech A je koneénd mnozina. Potom kaZdd usporiadand n-tica
pozostavagjica z navzdjom roznych prvkov mnozZiny A sa nazgva permutacia.

Poznamka 6 Nech |A| = n, n > 0. Kolko n-tic méZeme zostavit z prvkov
mnoziny A, ak kazdyj prvok smieme pouZit prdve raz? Mdme teda n-prdzdnych
policok, na ktoré budeme postupne umiestriovat proky z mnoZiny A. Hladdme
vSetky permutdcie (1,22, ...,%,), kde x; € A a pre Vi # j plati x; # x;.

Ak zacneme tvorit n-tice od prvého policka, tak na prvé policko mdme n
moznosti, na druhé n—1 moznosti atd., az nakoniec na posledné policko ndm
zostane prave jeden prvok. Takze mdmen-(n—1)-----2-1 réoznych n-tic.
Cislo ktoré dostaneme, oznacime n! a voldme n-faktoridl. To znamend, Ze
nl=n-n—1)----+2-1a0l=1. =

Poznamka 7 Ak M je konecénd mnozina a |M| =n, a K = {1,2,--- ,n},
tak ezistuje bijekcia v : K — M (pruvky mnoziny M "ocislujeme”). MnoZinu
M mézeme teraz napisat:

M = {p(1),9(2), -, (k) }.

Teda otdzka kolko bijekcii existuje na mnoZine K je ekvivalentny s otdzkou
kolko n-tic vieme vytvorit z prvkov mnoZiny K tak, Ze ani jeden sa nebude
opakovat. V Pozndmke 6 je tdto tiloha vyriesend. V algebre sa bijekcia na
konecnej mnozZine vold tieZ permutacia. Bijekcie vytvdraju grupu s operdciou
ndsobenia (skladania) bijekcii. Nazgva sa tieZ grupa symetrii resp. symet-
rickd grupa. MnoZina vsetkych bijekcii na M sa oznacuge S, (|M| =n) a
(Sn, ©) sa tieZ nazgva symetrickd grupa.
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x| fol filfol|lfa| fallfs
ala |b |c |b |a |c
b a |la |c |b
c|c b |c |b |a

Table 4: Bijekcie f; : M —- M, 1 =0, --- 5.

Priklad 7 Nech M = {a,b,c}. Vytvorme vsetky mozné usporiadané trojice:

{(a,b,¢), (b,c,a), (¢,a,b), (b,a,c), (a,c,b), (c,b,a)}

Nech f; : M — M je bijekcia dand tabulkou 4: Vypoclitame f; o f; pre Vi, j
pomocou Tab. 4. Napriklad fi o fo:

fo(fala)) = fala) = ¢, fa(fa(D)) = falc) = b, falfalc)) = f2(b) = q,
foe=faoforar—c, b—b, c—a.

V tabulke 5 si vsetky f; o fj, i,j € {0,---,5}. Ak oznaéme S3 mnoZinu

o | Jol filJa|J3| Jal| S5
Jol fol il fo| 3| Ja| S5
folfil el follfs| fa]| fa
Lol folfo| i fa| S5 | S5
s falfs | fo| 1] )
Jo | Ja | s | fs | o] Jo| 1
Js | Js| | fa| 1| fa] So

Table 5: Vsetky mozné f;o f;, ¢,5 € {0,---,5}

vSetkyjch bijekcid z M na M, tak (Ss, o) je grupa, ktord nie je komutativna,
neutrdlny prvok I = fo je identické zobrazenie fo(x) = x, pre kazdé x € M.
Pocet prokov grupy (Ss, o) je |[M|! = 3! = 6.

Cyklus permutacie — cyklickd permutacia

Priklad 8 Nech M = {0,1,2,3,4,5} a f € Sg (S¢ je mnozina vsetkijch
permutdcii na M) je v nasledujicej tabulke 6:
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MIJ0[1[2]3]4][5
F 1135042

Table 6: Permutédcia f na mnozine M.

Permutdciu f mézeme rozloZit na:
Ol = (07 173)7 ¢2 = (275)
Zapisme do tabulky vsetky tri premutdcie f, ¢1, a ¢o:

M 0[1[2[3[4]5
b1 1[3(2]0[4[5
b 0]1[5|3]4]2
f=¢rogs | 1|3]5]0]4]2

Table 7: f = ¢1O¢2 = ¢20¢1.

Permutdaciam ¢1 a ¢o hovorime cykly.

Definicia 8 Nech X = {x1,x9, -+ ,xx}. Bijekciu ¢ : X — X definovani
predpisom
Tit1, 1<k

¢(x;) =

Ty, 1=k

nazyvame cyklus a c¢islo k nazyvame dlzka cyklu. 'V prpade, zZe k = 2, tak
cyklus nazgyvame transpozicia.

Poznamka 8 (i) Cyklus ¢ sa zvykne zapisovat pomocou zdtvorky:
¢ = (1,9, , Tp—1, Tp)-
Z definicie vyplyva, Ze
¢ = (w1, 22, ,xp) = (U2, 3, , g, 1) = = (Tp, T1, T2, Tp—1)-

(i) V Priklade 8 sa permutdacia [ skladd z dvoch cyklov: cyklus ¢ dl/zvky 3a
cyklus ¢o dlzky 2. Alternativne zdpisy:

¢ =(0,1,3) = (1,3,0) = (3,0, 1), oo = (2,5) = (5,2).

Permutdcia ¢ je transpozicia.
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Tvrdenie 13 KaZdd premutdcia sa dd napisat ako sicin transpozicii.

Dokaz.
Ak ¢ = (a1, aq,- -+ ,ax) je cyklus, potom

Cb: (a17a27"' ,(lk) = (CLQ,CL37"' 7ak7a1)"' = (ak7a17"' 7ak—1)-

Teda postupne presunieme prvok a; na posledné miesto:

¢ = (a1,a2) o (ar,as)o---o(ay,a).
—_— N — ——
T T> Tk 1

Pretoze T;, 1 = 1,---k — 1 su transpozicie a kaZdd permutdcia f konecnej
mnoZiny M s kardinalitoun sa dd napisat ako sicin koneéného poctu navzdjom
disjktnych cyklov ¢q,--- ¢s, kde s < n, tak

f:¢1o...o¢8:Tlo...oTkljo...oTk571'
———
1

Priklad 9 Zapisme permutdciu f = ¢1 o ¢o z prikladu 8 pomocou trans-
pozicii: oznacme

»n=1(0,1,3 = T1=(0,1),T=(0,3) = ¢ =T0T

o je transpozicia a teda

M 011123415
Ty 110123415
75 311]12(0141]5
T1 OTQ 1131210415

Table 8: T1 o Tg = (;51.

f == T]_ O T2 O ¢2.
Ale ak zmenime poradie Ty a Ty dostane cyklus g = Ty o T}

Madame dva cykly ¢1 = (0,1,3) a ¢4 = (0,3,1).
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M 0111213 /4]5
75 31112101415
Ty 110123415
TQOTl 310121415

Table 9: Ty o Ty # Ty o Ty, tab. 8.

Tvrdenie 14 Ak cykly ¢1, ¢2 su disjuktné, potom ¢1 o g = ¢g © ¢;.

Dokaz.

Tvrdenie 15 Ak cykly ¢1, do si disjuktné, potom (¢ o ¢o)™ = @} o @Y, pre
neJz.

Dokaz.
Ked'ze bindrna operdcia o je asociativna a ¢1, ¢o su disjunktné cykly, tak

(¢10¢2)" = (d10¢2) 0 (P10¢) -~ (d10d2) = ¢} 0,

- ~/

n—times

prene N. Akn =0, tak I = (¢p10¢2)° =¢o@d)=Tol=1. Nechn <0.
Oznaéme k = —n € N. Potom

(droda)" = (d10ode) " = (¢ 01 ) = 0 0," = ¢ 0 g5,
pretoze cykly ¢y, ¢t st disjuktnd a teda ¢ o gyt = gyt o Pt =
Definicia 9 Nech M = {ay,as, -+ ,a,} a permutdciu f: M — M:

flar,az, -+ an) = (flar),- -+, flan)) = (ag, - ay,).
Nech i < j Inverziou nazveme dvojicu prokov (a;,a;), pre ktord plati: ak
i < j, potom f; > f;.

Permutdcia f sa nazyva pdrna, ak mad pdarny pocet inverzii a nepdrna, ak
md nepdrny pocet inverzii.
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Cvicenie 9 Nech M = {ay,a9,a3,a4} a
flar, as, a3, as) = (f(a1), f(az), f(as), f(as)) = (a3, as, ar, az).
(1727374) - (f17f27f37f4) = (3747 172)‘

as : 1,2<3 & fs< fi,fa 2 inverzie (ag,a1), (as, as);
ay : 1,2<4 & fi< fi,fo 2 inverzie (a4, a1), (aq, as);
ap : 1<2 & fi<fo nemd inverzie.

Permutdcia f je pdrna, ma 4 inverzie.

Pozniamka 9 (Alternativna podgrupa) Ak oznacéime P pdrnu permutdciu
a N nepdrnu permutdciu, potom pre operdciu o (skladanie zobrazent) plati:
o | P | N
P|P|N
N|N|P
Ak P je mnoZina vietkyjch pdrnych permutdcii a N mnoZina nepdrnych per-
mutdcii, potom (M, ®), kde M = {P,N} a XQY ={xoy;z€ X, ye Y},
X,Y € M, je grupa izomorfnd s grupou (Zy, @o). Neutrdlnym prokom
mnoZzina pdrnych permutdcii P. Tdto grupa sa zvykne nazjvat alternativna
podgrupa.

1.6 Rozklad grupy pomocou podgrupy

Tvrdenie 16 Nech (S, =) je podrupa grupy (G, =, e), kde e je neutrdlny pr-
vok. Ak Su = {x +u,;x € S}, u € G, tak pre V € a,b € G plati, Ze
Sa = Sb alebo San Sb= .

Naviac |S| = |Sal, pre Ya € G.

Dokaz. Pretoze e € S, potom e *ue Su= uec SuVueG.
Nech a,be G a x € Sa n Sb. Potom 3s1,5, € S

S1*xa=1x =S5 *b<s

1 1 1

S s =xr+a < S =S89xbxa = s;l*slzb*a’
b= (sy'*s)*ae Sa
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Nech z € S(b) potom Is, € S
T=sy+b=sy% (55" #51)%a) = (sp+8, #81)*a=x€Sa (5)

Anologicky =z
a=(sy*s,')+be Sh

ye Sa=yeSh (6)

(6) a (5) implikuji Sa = Sb. Teda ak Sa n Sb # &, tak Sa = Sb. =

Priklad 10 Ak (G, *) = (Z19, @10) a S = {0,2,4,6,8}, lahko nahliadneme,
Ze (S, ®10) je podgrupa grupy G a plati, Ze S(l) = ( ) =S(5) =95(7) =
S(9) = A, S(0) =512 =S5(4) =506)=S8) =SaSuvA=G. (Pozri
Tab. 10.)
S(0) | S(1) | S(2) | S(3) | S(4) | S(B) | S(6) | S(T) | S(8) | S(9)
0 1 2 3 4 D 6 7 8 9
010 1 2 3 4 d 6 7 8 9
2 2 3 4 D 6 7 8 9 0 1
41 4 D 6 7 8 9 0 1 2 3
61| 6 7 8 9 0 1 2 3 4 )
818 9 0 1 2 3 4 D 6 7

Table 10: S(a), a € G (Pr. 10)
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Nech X®Y ={z@py; ve X,ye Y}, pre X,;Y € G a G, = {A,S}.
Potom (Gl,@, S) = (ZQ, (—Bg) G1 = Zlo/S.

@S| A
S|1S|A
AlALS

Cvicenie 10 Rozlozte grupu (Zi5, ®15) podla S = {0,5,10}.

RieSenie

Lahko overime, Ze (S, @15) je podgrupa (Zi5, ®15). Zistime S(z), © € Zy5.
Dostaneme rozklad mnoziny Zy5 na 5 disjuktngch mnozin A; (analogicky ako
v Pr. 10). Ak oznacime neutrdlny prvok S = e a

a; ={1,6,11}, ay =1{2,7,12}, a3 =1{3,8,13}, a4y ={4,9,14},

potom mnozina G = {e, a1, as, as,as} s bindrnou operdciou @5 je izomorfnd

s grupou (Zs, @s) ((G,®15) = (Z5, Ds)). =

Tvrdenie 17 Nech H je podgrupa grupy G. Ha = Hb prave vtedy ak ab™! €
H.

Dokaz. = Nech Ha = Hb, teda pre h € H hxa € Hb a teda 3h, € H
ha = hyb. To implikuje
h,'h =ba .

h,'h=ba'e H
= Akh=ab'eH, takhb=ac Hbah ' =ba'ecH, teda

hla=be Ha
Ha = Hb. =

Tvrdenie 18 Nech H je podgrupa grupy G. Ak Ha = Hb, potom Hac =
Hbc pre kazdé c € G.

Dokaz.
Podla Tvrdenia 17 staci ukdzat, Ze ac(bc)™ € H. Ale

ac(bc)™t = acc'b™t = ab~' € H.

23



Poznamka 10 Twrdenie: Ak Ha = Hb potom Ze pre kazdé ¢ € G nemusi
vidy platitt: Hea = Hceb. Ak by platilo, potom

ca(ch) ' =clab et = che ' € H.

Poznamka 11 Kedy bude platit nasledujice tvrdenie:
Ak x € Ha aye Hb, potom xy € H(ab)?
Ak x € Ha ay € Hb, potom ezistugi prvky hy, h, € H s vlastnostou, Ze

x=hga & y=hy.
Hladdme odpoved na otdzku: Kedy existuje také hg € H, Ze
xy = (hga)(hyb) = ho(ab)?
Ak zy = (hya)(hyb) = ho(ab), tak
zy = (hyah,)b = (hpa)b <  hgah, =hsa < a 'hya= h()hy_l € H.
To je pravdaZe ekvivalentné s tym, Ze aha ' € H, pre kazdé a € G.

Definicia 10 Podgrupa H grupy G sa nazyva normdlna, ak Ya € G Yh € H
aha='e H.

Poznamka 12 Ak G je komutativna grupa (Abelova grupa), potom kazdd jej
podgrupa je normdlna.

1.7 Faktorizacia grupy podla podgrupy

Nech H je podgrupa grupy G. Potom H = {Ha; a € G} je disjuktny rozklad
grupy G. t.z. %e Ha = Hb, alebo Ha n Hb = . resp. ak p < G? a
p={(z,y) € G* Ihe€ H y = hx} potom p je reliciou ekvivalenie.

Definicia 11 Nech « je Ze reldcia ekvivalencie. Ak plati:
(a,b),(c,d)ea = (axc,bxc)eEa.

potom reldcia ekvivalencie sa nazyva kongruencia.
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Poznamka 13 a) Ak « je kongruencia a A, B,C si triedy ekvivalencie, po-
tom pre lubovolné a,be A a x,y € B

rxaeC < yxbel.

b) Ak H je normdlna podgrupa grupy G, potom faktorizdcia podla podgupy
H je kongruenciou.
Priklad 11

Nech M = {a,b,c,d} a (G, o) je grupa vsetkych permutdcii na M. Nech
f = (a,b,c,d) a g = (a,b) st cykly a H = {f* k € Z}. Potom (H, o) je
cyklickd podgrupa grupy G. Ak H je normdlna podgrupa, potom pre Vp € G
a Vh e H plati:

pohop 'eH,

teda aj pre transpoziciu g a premutdciu f. Pretoze g~' = g, tak

gofogl=gofog

(gofog)(a,b, ¢ d) = g(f(g(a,b, Cy d))) = g(f(b7a707 d))
=g(c,b,d,a) = (c,a,d,b) ¢ H.

Pripominame, Ze mnozina H md 4 prvky. Tvoria ju len mocniny permutdcie
f: H={ff, 1% ). To znamend, Ze H nie je normdlna podgrupa grupy
G.

1.8 Grupovy homomorfizmus
Definicia 12 Nech (G, =, eq), (H,o,ey) si grupy. Potom zobrazenie
f:G—>H

nazyvame homomorfizmus (resp. grupovy homomorfizmus), ak pre Ya,b e G
plati

fla=b) = f(a)o f(b).

Tvrdenie 19 : Nech G, H si grupy a f : G — H je homomorfizmus. Potom
a) fleq) = en
b) Yae G f(a™) = (f(a)™"

25



Dokaz.
a) Ak a € G, tak a = a*eg a teda f(a) = f(a=eg). PretoZe f je grupovy
homomorfizmus, tak f(a) = f(a)o f(eg). A z rovnice

fla) = fla) oen = f(a) o f(ec)

vyplyva, Ze ey = f(eg).
b) Ak a € G, tak a+a™' = eg a teda

e =flaxa ) =fla)ofla!) = (fla)™" =fla).

Definicia 13 Nech (G, =, eq), (H,o0,ey) si grupy a f : G — H je homo-
morfizmus. Potom mnoZina Ker(f) = {a € G; f(a) = eg} sa nazgva jadro
homomorfizmu f.!

Tvrdenie 20 : Nech (G, =, eq), (H,0,ey) si grupy a f : G — H je homo-
morfizmus. Potom Ker(f) je normalna podgrupa G.

Dokaz.

Najskor ukdzeme, zZe Ker(f) je grupa:

Asociativita: Pretoze Ker(f) € G, tak pre dvojicu (Ker(f), =) asociativny
zakon plati.

Uzavretie na bindrnu operdciu +: Nech a,b € Ker(f), potom f(a +b) =
h(a)o h(b) =eyoey =ey a teda ax=be Ker(f).

Neutrdlny prvok: PretoZe ey = f(eg), tak eq € Ker(f).

Ezistencia inverzného prvku: Nech a € Ker(f). Potom ey = f(eg) = h(a =
a™t) = f(a)o f(a™) = exg o f(a™). Teda f(a™') = ey a z toho vypljva, Ze
a~te Ker(f).

Takze Ker(f) = G je podgrupa grupy G. FEste musime ukdzat, Ze ide o
normdlnu podgrupu. To znamend, Ze Ya € G a Vu € Ker(f) a*u=+a ' €

Ker(f).
Nech a € G aue Ker(f), potom
flasusa™) = fla)o f(uw) o f()™ = f(@)oeno f(@)! = en

Z toho vypljva, Ze a=u+a~t € Ker(f), ¢o znamend, ze Ker(f) je normdina
podgrupa. =

Ltu som skoncila 25.3.2019
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1.9

VolIné grupy

Nech X # &. Mnozinu X budeme nazijvat abeceda. Voln'a grupa sa nazjva
grupa, ktoru vytvorime pomocou abecedy X nasledovne:

1.
2.
3.

Oznacme nejaky prvok e ¢ X. Prvok e nazveme neutrdalnym prokom.
K mnozine X priddme jednoprvkovi mnozinu {e}: X v {e}.

Ku kazdému proku a € X priddme prook, ktory oznacéime a=t. MnoZinu
tychto prvkov oznacime X*.

Oznacme FG(X) mnoZinu vietkyjch slov, ktoré moézeme vytvorit z mnoZiny
X u{e}u X*.

Zavedieme pravidlo redukcie: ea = ae = a Ya € X u {e} u X* a
aa* =a*a=eVae X.

Zavedieme operdciu retazenia prvkov a; € X U {e} U X* an € N:
aias . ..a,. Refazec aiay...a, = w budeme nazjvat slovo. Prvok e
sa nazyva prdzdne slovo. Mnozina slov FG(X) s pravidlom redukcie a
bindrnou operdciou retazenia: w,u € FG(X), potom wu,uw € FG(X)
tvoria najvsobecnejSiu grupu nad mnozZinou (abecedou) X .

Priklad 12 Nech X = {2}. Potom FG(X) = ({2}) = {2F; ke Z}.

Co sme spravili:

Pridali sme k X neutrdlny prvok 1 a inverzy k 2, ¢o je 2*(= 271). Dostali
sme mnozinu

X =Xu{etuX*={2}u{l}u {2}

Potom kazdij prvok a € G sa dd napisat ako refazec nejakyjch prokov z X :

a = aias---ay aeX, 1=12,...,n.

Napriklad slovo

w = 22°92F2%2% = 22* | 22* 2%9* = 2%2* = (2*)” = (271)" = 272

€ €

To znamend, Ze s € Z s vlastnosttou

w=aiag---a, = 2°.

K proku (slovu) ajas - - - a, mame redukovany prvok (redukované slovo) 2°.
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Priklad 13 Nech X = {a,b}. Pridajme sme k X neutrdlny prvok e a
formdlne inverzé proky k a,b, ¢o je a=t,b=t. Dostali sme mnoZinu

X=XufeluX*={abluieufat v}
Potom kazdyj prvok c € (X) = G sa dd napisat ako retazec prokov z X :
C=C1Ca- " Cp, geX, 1=12,...,n.
Napriklad ak slovo ¢ = aaabbba ta ta b taa b 1bbbbb je

¢ = (aaa)(bbb)(ata " a ) (b (aa™) (b~ b)b) bbb),

" v
"

e

potom slovo ¢ v redukovanom tvare je
c = a*b3a3b?

konstrukcia volnej grupy:
Nech X # J a X = X u {e} u X*. Potom kazdy prvok c € FG(X) sa dd
napisat ako retazec nejakyjch prvkov z X :

_ k1 kn
c=ay"...a",

a; € X, i€ Z, Ak je slovo v redukovanom tvare, potom a; € X U X . Grupa
FG(X) sa nazjva volnd grupa (free group) a od toho oznacenie FG(X) =
(X).

Tvrdenie 21 Nech X # &, G je grupa a f : X — G je zobrazenie. Potom
ezistuje prdave jeden homorfizmus z ¢ : FG(X) — G s vlastnostou, Ze Vo € X

fx) = ().
Priklad 14 Nech X = {a,b,c,d} a G = (Zg,+). Nech
fla)=f(b) =1, f(c) =3, f(d) =2.
Pretoze ¢ je homorfizmus, tak
fla™)=f) =5, f(c™) =3, f(d7') =4,
aprece FG(X), c=a ... akn
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napr. slovo a*v’acd € FG(X) pre

p(a’*b’acd) =3¢(a) + 56(b) + ¢(a) + ¢(c) + ¢(d) =3 +5+1+3 +2=2.
¢(a’be) =2¢(a) + d(b) + d(c) = 0.

E = Ker(¢) ={ue FG(X); h( ) = 0} = {e,cc,c™t, ¢!, ddd, aaaaa, bbbbb . . . }

={e,c? ¢ 2, d* a*,b*, *a*, a*be, acd, cad, dac, cbd . . . }

Popisat vsetky prvky nie je mozné, ale poZivaji sa obecne zndme postupy pre
konstrukciu grupy. Tvorme teraz triedy:

(X); h(u) =1} = {abd2cacb4 -}
(X); h(u) =2} = {a*,b%,d,a",. ..}

Fy ={ue FG(X); h(u) = 3} = {a®, b?’cad bd, ...}
(X); h(u)
(X); h(u)

Oznaéme Ew = {vw; v € E}. Overte Ze plati: w € F; prdve vtedy, ked
Fw = F;.
Ak w € F;, potom pre Yu e E

h(w) =0+ i = h(u) + h(w) = h(uw),
teda vw € Ew (F; € Ew).este premysliet

pre

1.10 Priklady
Priklad 15 Zistite ¢i (M, =) je grupa ak pre nejaké pevne zvolené k € R

1. k#0, M =R, axb=a+b— kab;

2. k#0, M =R—{3}, axb=a+b— kab;
3. keR, M=R,a*b=a+b—k;

4. M =R—{0}, axb=abk, k+#0;
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5 k>0, M={z+yvk; x,y € R}, axb = a+b (Je to okruh a jednotkou,).
6. k#0, M=R—{0}a+b=¢
Riesenie:

1. k#0, M =R, a+b=a+b— kab; Nie je (M,*) je grupa. Napriklad
ak a = %, potom pre kaZdé b e R

1 1 1
b=—-+b—k-b=—.
GOSN TR
Teda rovnica
1 1
— %L = —
k k
md nekonecne vela riesent.
2. k#0, M =R—{3}, axb=a+b— kab;
Je to grupa: operdcia * je asociativna, e =0, a~' = =

3. keR, M=R,axb=a+b—Fk;
Je to grupa: operdcia = je asociativna,

are=a+e—k=a=e=%k

k=a'sa=a'4a—-k=a'=2k—a
Je to grupa: e =k, a=! = 2k — a.

4. M = R—{0}, a=b = abk, k # 0; Nech a,b,c € R — {0}, potom
Asociativnost:
(a *b) + c = k(kab)c = k*abc

a+ (b+c) = ka(kbc) = k*abc
Neutralny prvok a = e = a
axe=kae=a

€= —.

k
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1 -1,,_1.
Inverznyg prvok a™ = a = 1

T.z. (M, =) je grupa.

k>0, M={x+yVk;z,ye R}, axb=a+b. Najskor, ukiéme, e
je bin.op.: Nech a,be M, potom

azxa—i—ya\/%? bsz—i—yb\/E.

Teda
axb=(z, +ya\/E) + (zp + yb\/E) = (24 + 1) + (Ya +yb)\/%e M.
Asociativnost:

Neutralny prvok a « e = a

Cl*@:(l’a‘i‘ya\/%)-i‘(iﬁe‘f‘ye\/%)=$a+\/%ya
xe"i_ye\/%zou

Teda e = 0+ 0VE = 0. Inverzng prvok a=' « a = 0: lahko zistime, Ze
a ' = —x, —yVk. T.z. (M, =) je grupa.

k#0,M=R—{0}axb=2

Asociativita:
a ¢ qc
axb)rc=—sc=2L ="
( ) b c b
a ac
ax(bxc)=ax-=—+=—
(b= c) c g b

(M, =) je pologrupa.
Neutralny prvok:

a*e=a =

exa =a = =a = eE=a

Ezistuje pravy netrdlny, lavy neexistuje. Nie je to grupa.
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Priklad 16 Nech k # 0, M = R—{%,O}, aob=7%, axb=a+0b— kab.
Zistite, ¢i plati distributivny zdkon:

1. (axb)oc=(aoc)s(boc)
2. cofaxb)=( ) e ( )
3. cx(aob) = (cxa)o(cxb)

(axc)o(bxc)

4. (aob)sc=(axc)o(b=c
Riesenie:
1. .
(axb)oc= 22— HW
c
(@oc)s(boc)= 207 = CHLTID
Teda
(axb)oc#(aoc)x(boc)
2. C C
+ D) = _
CO(CL ) axb a+b— kab
be — kc?
(COa)*(cob):g*g:ac—i—a#
co(axb) # (coa)=(cob).
3. k
a ac
* b) = W hac
¢+ (aob) g
a+c—kac
* £ D) = LT e rac
(cxa)o(cxb) b+ c— kbc
C*(aob)?f(caxea)o(c*b)
4.
(aOb)*C:g*C:g—i—C—kaC:a+bC_kCLC
b b b ;
a+c— kac
* bag) = LT CT Rac
s c)olbro b+ c— kbe

(aob)sc+#(axc)o(bxc)
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