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a Grupa

e Podgrupa

e Kalkulus na grupach



Definicia
Nech (G, ) je pologrupa. Ak

@ v (G, #) existuje neutralny prvok e,

@ vVac G3a € Gsvlastnostou, ze axa =a xa=e,
potom (G, %) sa nazyva grupa.

Grupa je teda monoid uzavrety na inverzné prvky.

Priklady grup:
@ (Z, +)
o (R, +)
° (R\ {0}, )
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Veta o krateni v grupe

Nech (G, *) je grupa. Potom a« b = a* ¢ implikuje ze b = c.
Analogicky b x a = ¢ x aimplikuje b = c.

Dékaz.

Nech a,b,ce Gaaxb=axc. Pretozea € D,taka «(axb) =a «(axc)a
plati asociativny zakon, tak (& * a) * b = (& = a) » c. Pretoze ax a = e, tak
potom b = c.

Napriklad (R, -) nie je grupa. Neplati zakon o krateni:
0-2=0-3 neimplikuje 2 = 3.



Veta

Nech dvojica (G, =) je pologrupa. (G, *) je grupa prave vtedy ak Va,b € G
existuje jednoznacné rieSenie rovnic:

axx=b a yxa=b.

Lema (Veta o krateni 2.)
Nech (G, ) je pologrupa a Va, b € G existuje jednoznacné rieSenie rovnic:
axx=b a y=xa=h>h.

Potom ax b = ax* c implikuje Ze b = ¢, a analogicky b x a = ¢ x a implikuje
b=c

Dokaz.
Nech a,y € G Potom 3!b € G s vlatnostou, ze ax b= y. Teda
y=axb=axc,potomb=rc.



Dokaz.

=
Nech (G, *) je grupa a a, b € G. Potom

axx=>b
ax(axx)=4axb
(@*a)xx=4axb
x=4a xb.
Teda vZdy existuje rieSenie x = & = b.
Ak by existovali dve rieSenia x; a xo, potom z vety o krateni dostaneme

X1 = Xo.
Analogicky rovnica y x a = b ma jediné rieSenie y = bx &'.



ll<:ll

Nech (G, ) je pologrupa a Va, b € G existuje jednoznacné rieSenie rovnic:
axx=b a y=xa=h>h.

Ukazeme, Ze (G, *) je grupa. Potrebujeme teda ukazat, ze existuje neutralny

prvok e a ku kazdému a € G existuje inverzny prvok &'.
Z predpokladu vieme, Ze existuju jednoznacné rieSenia rovnic:

axx=a, yxa=a.
Oznacme rieSenia: x = ap a y = a,. Potom plati:
axa=(axap)*a
=ax(apx*a)
a=apx*a.
Pretoze
a xa=a=apx*a,
tak z Lemmy vyplyva, Zze
a =ap =€,
ateda
exa=ax*e;=a.



Nech b e M, b # aa e, x b= b. Potom plati

axb=(axey)*xb
ax(epxb)=ax(eg*b)
epxb=egxb
€p =€4

To znamena, Ze existuje neutralny prvok e = e,, pre kazdé € G.
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Teraz ukdzeme, ze Va € M 34 € M s vlastnostou
axd =d +a=-e.

Vieme, Ze rovnica a « x = e ma jediné rieSenie. Oznatme ho aj . Analogicky
a; oznacime rieSenie rovnice y x a = e.

axap =e
(axap)xra=exa=a=axe
ax(dpxa)=axe

Z Lemy dostaneme aj * a = e. PretoZe a, x a = ap * a, tak ap = a; OznaCme
rieSenie rovnic &. & je inverzny prvok k prvku a. To znamena, ze (G, x) je
grupa.



Tvrdenie
Nech (M, x) je grupa, potom:
(@) (&) = a, pre Vae M,
(b) (axb) =b'xa,preva,be M,;
(c) (axb) =4a = b prave vtedy ak ax b= b= a.
Dékaz.
(a) Pretoze & € M, tak (&') € M a naviac plati (&)’ « & = e. Teda
(@) «d)xa=exa
(@) x(d*xa)=a

(@) =a
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(b) Ak ax b € M, potom (ax b) € M a plati

(axb) x(axb)=-e
((axb) xa)xb=-e
((axb) xa)xbxb =exb
(axb) xa="b
(axb) xaxd =b' xa

(axb) =b' 4.
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(c) Ak ax b = bx a, potom (ax b) = (b« a) ateda

axb=b=x4a.

Teraz ukazeme opacnu implikaciu. Nech & = b’ = b’ x &, potom
ax(@x«b)=ax(b *ad)
b =(axb)xad
bxa=((axb)+d)xa

b'xa=axb
bx (b xa)=bx(axb')
a=(bxa)*b
axb=(bxa)xb xb
axb=bxa.



Poznamka
Vidime, ze
@ ((axb)xc) =c «xb xa,preVva,b,c e M,;
@ akoznadimeaxa=a’aa =a""«aprekcl potoma' =a, & = e,

a'=daak=(ad)"=(a')fanavyde & = a"  a";
Definicia
Nech (M, %) je grupa a pre Va,b € M ax b = b x a potom dvojica (M, ) sa
nazyva Abelova grupa.



Priklady:

1) Nech p € N. Dokazte, ze

a) (Zp, +) je Abelova grupa pre kazdé p;

b) (Zo \ {0}, -) je grupa prave vtedy, ak p je prvocislo.

2) Zistite &i ((Zs \ {0})?, o) je Abelova grupa, ak (a,b) o (¢,d) = (a- ¢, b- d)
pre a,b,c,d € Zs \ {0}.

3) Zistite ¢i (Z2, o) je Abelova grupa, ak (a,b) o (¢,d) = (a-c,b- d) pre
a,b,c,de Z.

4) Nech M = {[t,s]; t,s € R') a [t;,$1] @ [t, So] = [ty + o, S1 + Sp]. Zistite Ci
(M, &) je Abelova grupa.

5)Nech M = {[t, s]; t,s € {x € R'; x > 0}) a [t;,s1] o [z, S2] = [ty - o, S1 - S2].
Zistite Ci (M, o) je Abelova grupa.

6) Nech M je mnozina vSetkych matic 2 x 2, prvky matice su reélne Cisla a
A+ B, A- B su obvyklé operacie suctu a nasobenia matic. Zistite ¢i (M, +) a
(M, -) su grupy.



Definicia

Nech (Gi,0) a (G, *) st grupy. Ak Gy C GaVa,be Gy acb=axb(o==xna
Gy), potom grupa (Gy, *) sa nazyva podgrupa grupy (G, ).

Priklad

Mame grupu (Zi2, B12), kde operacia @12 je Standarna binarna operacia na
zvySkovej triede radu 12. Nech Gy = {0,6} a M = {0,1,2}.

@ Dvojica (G1, @12) je grupa a teda je podgrupa (Zi2, ®12).

@ Mnozina M C Zj, a (M, @3) je grupa, ale &3 # @12. Dvojica (M, @12) nie
je ani grupoid. Napriklad 2 122 = 4 ¢ M.

D12 |01 |2 @30 1]2
0 o1 |2 0 0o|1]2
1 112 | % 1 11210
2 2| x| x 2101

Table: (M, ®12) nie je grupoid a (M, @s) je abelova grupa



Podgrupa

Tvrdenie
Nech (G, ) je grupaa M C G. (M, «) je podgrupa grupy (G, =) ak platia
nasledujlce vlastnosti:
a) (M, %) je grupoid (mnozina M je uzavreta vzhfadiom na operaciu x.)
b) Vx e M x’ € M.
Dékaz.

Stali ukazat, Zze neutralny prvok patri do M. Pretoze x € M implikuje x’ € M
a z vlastnosti a) dostaneme

axd =ec M.t

Tvrdenie

Nech (G, ) je grupaa M C G. Ak (M, %) je podgrupa grupy (G, %) prave
vtedy ak Vx,y e M x x y' € M.

Dékaz.
"#"
Tvrdenie, Ze ak (M, «) je podgrupa grupy (G, =), potom Vx,y € M x x y' € M,

vypl'yva priamo z definicie podgrupy.



Uvazujme grupu (Zi2, ®12) a S = {2, 4,6}

Chceme najst vSetky podgrupy (G, ©12) grupy (Zi2, ©12), pre ktoré plati
SCaG

G musi byt uzavretd vzhfadom na operaciu @12 a ku kazdému prvku musf
existovat inverzny. fahko si overime, ze existuju dve také podgrupy:
G=1{2,4,6,8,10,0} a G = Zy>.

Teda (G, ®12) a (Zi2, ®12).

Pretoze G C Zjo, tak G je najmensia taka podgrupa. Mnozina S generuje
grupu (G, ®12).
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Kalkulus na grupach

Nech (G, *) je grupa. Oznatme & = a* a. Je zrejme, Ze
axaxa=(axa)xa= a * a. Z asociativity operacie * vyplyva, ze

asa@ =ax«a=a.

Ak povieme, Ze grupa je aditivna, tak binarnu operaciu "«" oznaCujeme "+",
t.z. ax b= a+ b, neutralny prvok e = 0 a inverzny prvok k prvku a zapiSeme
ako —a(d = —a).

Definicia
Nech (G,*)jegrupaa ke Zax € G.

a) polozme x' = x a x¥ = x¥=1 x x (multiplikativna grupa);
b) polozme 1 x x = x a k x x = kx = (k — 1)x x x (aditivna grupa);



Tvrdenie

Nech (G, ) je grupa. Potom Vx € GaVn, k € Z plati:
(i) x0 =€
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Dokaz.
(i)

Teda

(ii)

Teda

(iii) a (iv) zrejmé.

ex X
exx=x"xx = e=x".
Xsx=e=x"=x""Tsx=x"xx
X' s x=x""xx = X' =x".
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Kalkulus na grupach

Ak grupu (M, ) nazveme aditivnou, potom piSeme (M, +) a plati:

Q@ a=(a")y'=—-(-aaaxb'=a-b;
Q (axb)'=—(a+b)=-b-ga;
@ ((axb)xc)'=—-c—(a+b)=-c—b—a;

Q axa=(a%).=a+a=2aa(a’. =0,

k—1
(@), =a"xa= (Za) +a=(k—1)a+a,

(k—1)a=a+a+---+a
(k—1)— krat
pre k € N.
© Aka-+ b= b+ a potom

a—(a—b)y=a+(a+b") '=(ata')+b=0+b=b.
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V pripade multiplikativnej grupy sa pouziva symbol nasobenia realnych Cisel,
t.z. ax b= ab = a- b a neutralny prvok ozna¢ime 1 (e = 1). Ak grupu (M, %)
nazveme multiplikativnou, potom piseme (M, -) a

Qa=(a 1) "

Q (axb)y'=(a- )‘*b*1 a'l=b"'a";
Q (axb)xc)'=c'-b " -a";

Q ara=a-a=aaa =1;
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