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1. 2. 3. 4. 5. Σ Sem. ΣΣ Známka

(1) Nech (P,≤) je poset, nech ∼ je relácia ekvivalencie na P . De�nujme
na P/ ∼ reláciu v takto:

[x]∼ v [y]∼ :⇔ existujú x1 ∼ x a y1 ∼ y také, ºe x1 ≤ y1

(a) Dokáºte, ºe v je vºdy re�exívna relácia na P/ ∼.
(b) Nájdite taký kone£ný poset (P,≤) a ekvivalenciu ∼ na P , aby

v nebola antisymetrická. Dokáºte to.
(c) Nájdite taký kone£ný poset (P,≤) a ekvivalenciu ∼ na P , aby

v nebola tranzitívna. Dokáºte to.
Ekvivalencie nazna£te na diagramoch posetov ako rozklady.

(2) Teória: De�nujte kongruenciu na zväze.
Nech L je distributívny zväz, nech a, b ∈ L sú také, ºe a ≤ b.

De�nujme reláciu Θa,b na L takto:

x1Θa,b x2 :⇔ x1 ∧ a = x2 ∧ a a zárove¬ x1 ∨ b = x2 ∨ b

(a) Dokáºte, ºe Θa,b je kongruencia. Nemusíte dokazova´, ºe to je
ekvivalencia, to berieme ako zrejmé.

(b) Dokáºte, ºe a Θa,b b.
(c) Vysvetlite, ako vyzerá L/Θa,b v prípade, ºe L je re´azec.

(d) Nech L je zväz (2{1,2,3},∩,∪), poloºme B = {1, 2}, A = {2}.
Nájdite rozklad 2{1,2,3}/ΘA,B a nakreslite diagram príslu²ného
faktorového zväzu. (Pomôcka: Postupujte systematicky. Vyrá-

tajte hodnoty X ∩A a X ∪B pre v²etky X ∈ 2{1,2,3}. Potom je
to uº ©ahké.)

(3) Teória: De�nujte podzväz.
Nech P je mnoºina v²etkých bodov v rovine. Nech L ⊆ 2P je

systém mnoºín, ktorý obsahuje práve mnoºiny
• ∅ a P,
• v²etky jednoprvkové podmnoºiny P (t.j. body),
• v²etky priamky.

Uvaºujme zväz (L,⊆). V ¤al²om prirodzene stotoº¬ujeme kaºdý bod
X s mnoºinou {X}.
(a) Nech A,B, C, D sú vrcholy ²tvorca so stranou dlh²ou ako 0. Náj-

dite podzväz zväzu (L,⊆) generovaný mnoºinou {A,B, C, D} a
nakreslite jeho diagram a aj príslu²ný �geometrický obrázok�
(body, priamky v rovine patriace do toho generovaného zväzu).
Prvky generovaného zväzu ozna£ujte ako chcete.
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(b) Vysvetlite (sta£í kresli´), pre£o platí toto: Ak {A,B, C, D} sú
navzájom rôzne vrcholy lichobeºníka, ktorý nie je rovnobeºní-
kom, potom podzväz zväzu (L,⊆) generovaný mnoºinou {A,B, C, D}
je nekone£ný.

(4) Teória: Napí²te vetu vyjadrujúcu vz´ah medzi homomor�zmami a
kongruenciami grúp.
(a) Dokáºte, ºe ak (G, .) je komutatívna grupa, potom zobrazenie

φ : G → G dané predpisom φ(x) = x.x je homomor�zmus grúp.
(b) Dokáºte, ºe ak (G, .) je komutatívna grupa, potom relácia Θ na

G daná predpisom

x1Θx2 :⇔ x1.x1 = x2.x2

je kongruencia na G.
(c) Nakreslite Cayleyho tabu©ku Z4/Θ, kde Θ je taká, ako v bode

(b). Pripomínam, ºe Z4 = {0, 1, 2, 3} je grupa s operáciou ⊕
danou takto:

a⊕ b = (a + b) mod 4,

kde mod 4 ozna£uje zvy²ok po delení 4.
(5) Teória: Aký je vz´ah medzi normálnymi podgrupami grupy a jej

kongruenciami?
Uvaºujme grupu Q8 = {1, i, j, k,−1,−i,−j,−k}, ktorej Cayleyho

tabu©ka je

. −1 −i −j −k 1 i j k

−1 1 i j k −1 −i −j −k
−i i −1 k −j −i 1 −k j
−j j −k −1 i −j k 1 −i
−k k j −i −1 −k −j i 1

1 −1 −i −j −k 1 i j k
i −i 1 −k j i −1 k −j
j −j k 1 −i j −k −1 i
k −k −j i 1 k j −i −1

Prezradím, ºe kaºdá podgrupa (Q8, .) je normálna (nedokazujte to,
berte to ako fakt).
(a) Nájdite jednu dvojprvkovú a jednu ²tvorprvkovú podgrupu gru-

py (Q8, .).
(b) Nájdite 2 netriviálne kongruencie Θ1, Θ2 grupy (Q8, .) a nakres-

lite Cayleyho tabu©ky príslu²ných faktorových grúp (Q8/Θ1, .),
(Q8/Θ2, .).


