1. 2. 3. 4. D. X Sem. | X3 | Znamka

(1) Nech (P, <) je poset, nech ~ je relacia ekvivalencie na P. Definujme
na P/ ~ relaciu C takto:

[z]~ C [y]~ & existuju x; ~ x a y; ~y take, 7e 1 <y

(a) Dokazte, 7e C je vzdy reflexivna relacia na P/ ~.
(b) Najdite taky koneény poset (P,<) a ekvivalenciu ~ na P, aby
C nebola antisymetricka. Dokazte to.
(c) Néjdite taky kone¢ny poset (P, <) a ekvivalenciu ~ na P, aby
C nebola tranzitivna. Dokézte to.
Ekvivalencie naznacte na diagramoch posetov ako rozklady.
(2) Teoria: Definujte kongruenciu na zvize.
Nech L je distributivny zviz, nech a,b € L su také, ze a < b.
Definujme relaciu O, na L takto:

2104 T2 > 21 ANa =22 ANa azaroven 1 Vb=1x3 Vb

(a) Dokazte, ze O,y je kongruencia. Nemusite dokazovat, ze to je
ekvivalencia, to berieme ako zrejmé.

(b) Dokazte, 7Ze a ©qp b.

(c) Vysvetlite, ako vyzerd L/O, v pripade, ze L je retazec.

(d) Nech L je zviz (2{1%3} N V), polozme B = {1,2}, A = {2}.
Néjdite rozklad 2{1:2:3} /©a B a nakreslite diagram prislusného
faktorového zvizu. (Pomocka: Postupujte systematicky. Vyra-
tajte hodnoty X N A a X U B pre vietky X € 2{1:23} Potom je
to uz lahke.)

(3) Teéria: Definujte podzviz.
Nech P je mnozina vietkych bodov v rovine. Nech L C 2F je
systém mnozin, ktory obsahuje prave mnoziny
e Nal,
e vietky jednoprvkové podmnoziny P (t.j. body),
e vSetky priamky.

Uvazujme zvaz (L, C). V dal§om prirodzene stotoziiujeme kazdy bod

X s mnozinou {X}.

(a) Nech A, B, C, D su vrcholy $tvorca so stranou dlhsou ako 0. Naj-
dite podzviz zvizu (L, C) generovany mnozinou {A, B,C, D} a
nakreslite jeho diagram a aj prislusny ,geometricky obrézok”
(body, priamky v rovine patriace do toho generovaného zvizu).
Prvky generovaného zvézu oznacujte ako chcete.



(b) Vysvetlite (staci kreslit), preco plati toto: Ak {A, B,C, D} su
navzajom rozne vrcholy lichobeznika, ktory nie je rovnobezni-
kom, potom podzviz zvizu (L, C) generovany mnozinou {A, B,C, D}
je nekonecny.

(4) Teoéria: Napiste vetu vyjadrujicu vztah medzi homomorfizmami a

kongruenciami grip.

(a) Dokazte, ze ak (G,.) je komutativna grupa, potom zobrazenie
¢ : G — G dané predpisom ¢(z) = z.x je homomorfizmus grip.

(b) Dokazte, ze ak (G,.) je komutativna grupa, potom relacia © na
G dané predpisom

371@:132 = T1.21 = 9.2

je kongruencia na G.

(c) Nakreslite Cayleyho tabulku Z,/0, kde © je taka, ako v bode
(b). Pripominam, 7e Z4 = {0,1,2,3} je grupa s operaciou @
danou takto:

a®b=(a+b) mod 4,

kde mod 4 oznacuje zvySok po deleni 4.
(5) Teoéria: Aky je vztah medzi normélnymi podgrupami grupy a jej
kongruenciami?
Uvazujme grupu Qs = {1,14,7,k,—1, —i, —j, —k}, ktorej Cayleyho
tabulka je
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Prezradim, ze kazda podgrupa (Qs,.) je normalna (nedokazujte to,
berte to ako fakt).
(a) Najdite jednu dvojprvkovu a jednu stvorprvkovi podgrupu gru-
py (@s,)-
(b) Najdite 2 netrividlne kongruencie ©1, ©y grupy (Qs,.) a nakres-
lite Cayleyho tabul'ky prislusnych faktorovych grip (Qs/©1,.),

(Qs/O2,.).




